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Vorwort. 

Hiermit  übergebe  ich  der  Öffentlichkeit  eine  Arbeit,  die 
sich  das  Ziel  gesteckt  hat,  die  zahlreichen  in  der  gegen- 
wärtigen Wahrscheinlichkeits  -  Theorie  bestehenden 
Schwierigkeiten  und  Probleme  unter  zusammenfassenden 
Gesichtspunkten  zu  ordnen  und  dann  der  Lösung  zuzu- 
führen. Das,  was  als  solche  vorgebracht  wird,  ist,  wenn- 
gleich durch  die  Wandlungen  in  den  wahrscheinlichkeits- 
theoretischen Anschauungen  der  letzten  Jahre  durchaus 
vorbereitet,  von  einschneidender  Art  —  müßte  doch  das, 
was  bisher  in  den  Lehrbüchern  als  Grundlage  der  Wahr- 
scheinlichkeits-Theorie vorgetragen  wurde,  der  Strei- 
chung unterliegen.  Ich  bitte  daher  den  geneigten  Leser, 
sich  dadurch  bei  der  Lektüre  dieser  Schrift  in  seiner  Un- 
voreingenommenheit  nicht  beirren  zu  lassen. 

An  dieser  Stelle  danke  ich  auch  allen,  die  an  dem  Zu- 
standekommen dieses  Buches  mitgewirkt  haben,  beson- 
ders aber  meiner  Base  Irene  Sterzinge r,  Lehrerin 
am  Lyzeum  zu  Iglau,  für  die  Mithilfe  bei  der  Herstellung 
und  Auszählung  der  Versuchsreihen. 

Innsbruck,  im  Dezember  1910. 

Der  Verfasser. 
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1.  Kapitel. 

Die  Klarlegung  des  Problems. 
Übersicht. 

Einleitung.  Ursachen  der  Verwirrung.  —  Bei  J.  St.  Mill.  — 
Bei  A.  A.  Cournot;  Bertrand.  —  Die  immer  wiederkehrenden 
problembildenden  gegnerischen  Gedanken.  —  Wie  diese  Gedan- 
ken allen  Problemen  der  WLehre  zugrunde  liegen.  S.  22. 
Das  Theorem  von  Bernoulli  und  das  Gesetz  der  großen  Zahlen. 
Cournot.  Poisson.  Prevost.  Beguelin.  Windelband.  —  Wkeit 
und  Einzelfall.  J.  F.  Fries.  Lotze.  Stumpf.  —  Die  Trugschlüsse 
aus  dem  Theorem  von  Bernoulli.  A.  Quetelet.  G.  Th.  Fechner. 
v.  Kries.  E.  Czuber.  Lexis.  —  Wkeit  und  Gewißheit  und 
Unmöglichkeit.  Cournot.  D'Alambert.  Balmes.  Einteilung 
der  Möglichkeiten.  Laplace.  A.  Fick.  —  Einzelne  Probleme 
S.  45.  —  D'Alamberts  Beispiel  über  die  Aufzählung  der  Chancen. 
—  Anderer  Einwand  D'Alamberts  über  die  Unmöglichkeit  sehr 
großer  reiner  Gruppen.  K.  Marbe.  —  Dritter  Einwand 
D'Alamberts  über  die  Einflußlosigkeit  der  Zeit.  —  Schluß, 

Klarierung  des  Problems. 

Die  Geschichte  der  Wahrscheinlichkeitslehre  zeigt  uns 
einen  beständigen  Kampf  zwischen  zwei  Anschauungs- 
weisen, welche  wir  kurz  die  subjektive  und  die  objektive 
nennen  wollen,  wenn  auch  die  Bedeutung  dieser  Bezeich- 
nungen schon  etwas  historisch  gefärbt  ist.  Diesem  Kampfe 
folgt  als  Begleiterscheinung  ein  bedeutendes  intellektuelles 
Dunkel,  das  über  der  ganzen  Wahrscheinlichkeitslehre 
lagert  und  an  manchen  Partien  besonders  unangenehm 
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fühlbar  wird.  Diese  Dunkelheit  oder  Verwirrung  scheint 
mir  nun  vorwiegend  zweien  Dingen  ihre  Entstehung  zu 
verdanken.  Das  eine  ist  die  Kompliziertheit  des  mathe- 
matischen Kalküls,  der  wegen  der  Festigkeit  und  Ausführ- 
lichkeit seines  Baues  auch  den  Prinzipien,  worauf  er  ruht, 
—  ich  meine  damit  die  Definition  der  Wahrscheinlichkeit 
und  die  der  gleichmöglichen  Fälle  — ,  den  Anschein  von 
Festigkeit  gibt  und  eine  kritische  Untersuchung  entweder 
als  weniger  nötig  erscheinen  läßt  oder  sie  wenigstens 
mit  einem  gewissen  Vorurteil  behaftet.  Der  andere  Um- 
stand besteht  darin,  daß  jede  der  beiden  Anschauungs- 
weisen Gedanken  in  ihrem  Repertoire  aufzuweisen  hat, 
die  eine  große  Überzeugungskraft  besitzen  und  sich  nicht 
von  der  Hand  weisen  lassen,  so  daß  der  Leser  gleichsam 
zwischen  zwei  einander  entgegengesetzten  Polen  hin-  und 
herpendelt,  ohne  sich  von  einem  derselben  losmachen  zu 
können.  Dieser  zweite  Punkt  wird  uns  naturgemäß  ein- 
gehend beschäftigen  und  den  Leitfaden  für  die  ersten  drei 
Kapitel  bilden. 

Es  sollen  daher  im  folgenden  zuerst  diejenigen  Gedan- 
ken angeführt  werden,  welche  immer  wieder  gegenein- 
ander auftreten  und  von  denen  jeder  so  viel  Einleuchten- 
des und  Bestechendes  an  sich  hat,  daß  sich  die  Wahr- 
scheinlichkeitstheoretiker ihrer  Wirkung  nicht  entziehen 
konnten.  Mit  besonderer  Deutlichkeit  finden  wir  die  geg- 
nerischen Gedanken  wohl  am  frühesten  bei  John  Stuart 
Mill  ausgesprochen  (J.  St.  Mill.  System  der  deduktiven 
und  induktiven  Logik.  Übersetzt  von  J.  Schiel.  1877. 
III.  Buch.  S.  68  ff.).  Aus  diesem  Grunde,  und  um  ferner 
den  von  ihnen  ausgehenden  Druck  zu  zeigen,  seien  Mills 
Auslassungen  hier  ausführlicher  wiedergegeben.    Zuerst 
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zitiert  er  die  Ansichten  Laplaces,  des  Ausbauers  der  W- 
theorie  und  führt  nachstehende  als  Einleitung  für  unsere 
Ausführungen  auch  hier  wiedergegebene  Stelle  an:  „Wkeit 
bezieht  sich  teils  auf  unsere  Unwissenheit,  teils  auf  unser 
Wissen.  Wir  wissen,  daß  unter  drei  oder  mehr  Ereignissen 
eines  und  nur  eines  stattfinden  muß,  aber  nichts  veranlaßt 
uns  zu  glauben,  daß  das  eine  eher  als  das  andere  statt- 
finden wird.  In  diesem  Zustand  von  Unentschiedenheit  ist 
es  uns  unmöglich,  über  ihr  Eintreffen  einen  sicheren  Aus- 
spruch zu  tun.  Es  ist  indessen  wahrscheinlich,  daß  bei  be- 
liebiger Wahl  ein  jedes  von  diesen  Ereignissen  nicht  statt- 
finden wird,  da  wir  mehrere  Fälle  als  gleichmöglich  an- 
nehmen, welche  sein  Eintreffen  ausschließen,  und  nur 
einen,  der  es  begünstigt. 

„Die  WLehre  besteht  in  der  Zurückführung  aller  Ereig- 
nisse von  derselben  Art  auf  eine  bestimmte  Anzahl  gleich- 
möglicher Fälle  in  der  Weise,  daß  wir  in  bezug  auf  ihre 
Existenz  gleich  unentschieden  sind ;  und  in  der 
Bestimmung  der  Anzahl  derjenigen  Fälle,  welche  dem  Er- 
eignis, dessen  Wkeit  gesucht  wird,  günstig  sind.  Das  Ver- 
hältnis dieser  Zahl  zu  der  Anzahl  aller  möglichen  Fälle  ist 
das  Maß  der  Wkeit;  sieistalsoein  Bruch,  dessen 
Zähler  aus  der  Anzahl  der  dem  Ereignis  g  ü  n  s  t  i- 
g  e  n  F  ä  1 1  e  und  dessen  Nenner  aus  der  Anzahl  aller 
möglichen  Fälle  besteh  t." 

Im  Anschlüsse  an  diese  ohne  wesentliche  Änderung  bis 
auf  den  heutigen  Tag  beibehaltene  Definition  der  Wkeit 
knüpft  dann  Mill  folgende  Auslassungen:  „Um  zwei  Ereig- 
nisse gleich  wahrscheinlich  nennen  zu  können,  ist  es  nicht 
genug  (wie  Laplace  es  gefordert  hat),  daß  wir  wissen,  daß 
das  eine  oder  das  andere  eintreffen  muß,  und  daß  wir  kei- 
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nen  Grund  haben  zu  vermuten,  welches,  die  Erfahrung 
muß  auch  gezeigt  haben,  daß  die  zwei  Ereignisse  gleich 
häufig  eintreffen.  Warum  glauben  wir,  wenn  wir  einen 
Groschen  in  die  Höhe  werfen,  es  werde  mit  gleicher  Wahr- 
scheinlichkeit Kopf  oder  Wappen  fallen?  Weil  die  Er- 
fahrung gezeigt  hat,  daß  in  einer  großen  Anzahl  von  Wür- 
fen Kopf  und  Wappen  gleich  oft  fallen,  und  daß,  je  mehr 
es  Würfe  sind,  desto  vollkommener  die  Gleichheit  ist.  Wir 
können  dies  nach  unserem  Belieben  durch  das  direkte 
Experiment  erkennen,  oder  durch  die  tägliche  Erfahrung, 
welche  das  Leben  in  Beziehung  auf  Ereignisse  von  dem- 
selben allgemeinen  Charakter  darbietet,  oder  auch  deduk- 
tiv aus  der  Wirkung  mechanischer  Gesetze  auf  symme- 
trische Körper,  auf  welche  Kräfte  wirken,  die  in  Quantität 
und  Richtung  unbestimmt  variieren.  Kurz,  wir  können  es 
entweder  durch  spezifische  Erfahrung,  oder  durch  das 
Zeugnis  unserer  allgemeinen  Kenntnis  von  der  Natur  wis- 
sen. Aber  auf  die  eine  oder  andere  Weise  müssen  wir  es 
wissen,  wenn  wir  uns  darüber  rechtfertigen  wollen,  daß 
wir  die  beiden  Ereignisse  gleichwahrscheinlich  nennen; 
und  wenn  wir  es  nicht  wüßten,  so  würden  wir  gerade  so 
gut  dem  Zufall  nach  verfahren,  wenn  wir  gleiche,  als  wenn 
wir  ungleiche  Summen  auf  das  Resultat  wetteten." 

Wie  einleuchtend,  möchte  man  meinen,  sind  diese  Aus- 
führungen! Mill  fährt  aber  fort:  „Diese  Ansicht  von  dem 
Gegenstand  wurde  in  der  ersten  Auflage  dieses  Werkes 
aufgestellt;  ich  habe  mich  aber  seitdem  überzeugt,  daß  die 
Wahrscheinlichkeitslehre,  wie  sie  von  Laplace  und  im  all- 
gemeinen von  den  Mathematikern  aufgestellt  worden  ist, 
nicht  an  dem  fundamentalen  Irrtum  leidet,  den  ich  ihr  zu- 
geschrieben habe." 
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Es  ist  bezeichnend,  daß  Mill  seine  früheren  Ansichten 
trotz  der  inzwischen  gewonnenen  Überzeugung  von  ihrer 
Unzutreffendheit  vollinhaltlich  wiedergibt,  als  ob  er  sich 
von  ihnen  nicht  trennen  könnte.  Die  weiteren  Worte  lauten: 

„Wir  müssen  uns  erinnern,  daß  die  Wahrscheinlichkeit 
eines  Ereignisses  nicht  eine  Eigenschaft  des  Ereignisses 
selbst,  sondern  ein  bloßer  Name  für  die  Stärke  des  Grun- 
des ist,  wonach  wir  oder  andere  dasselbe  erwarten.  Die 
Wahrscheinlichkeit  eines  Ereignisses  ist  für  den  einen  et- 
was ganz  anderes  als  für  den  andern,  oder  auch  für  ein 
und  denselben,  nachdem  er  mehr  Aufklärung  darüber  er- 
langt hat.  Die  Wahrscheinlichkeit,  daß  ein  Individuum, 
von  dem  ich  nichts  weiß  als  den  Namen,  dieses  Jahr  ster- 
ben wird,  wird  für  mich  eine  ganz  andere,  wenn  man  mir 
in  der  nächsten  Minute  sagt,  daß  es  in  dem  letzten  Stadium 
der  Schwindsucht  steht.  Aber  dies  ändert  weder  das  Er- 
eignis noch  eine  der  Ursachen,  von  denen  es  abhängt.  Ein 
jedes  Ereignis  ist  an  und  für  sich  gewiß,  nicht  wahrschein- 
lich; .  .  .  aber  seine  Wahrscheinlichkeit  bedeutet  für  uns 
den  Grad  von  Erwartung  seines  Eintreffens,  den  wir  un- 
serem gegenwärtigen  Wissen  nach  hegen  dürfen. 

Wenn  wir  uns  hieran  erinnern,  so  glaube  ich,  müssen 
wir  zugestehen,  daß  auch  dann,  wenn  wir,  um  unsere  Er- 
wartungen danach  zu  richten,  keine  Kenntnis  haben  als  die 
Kenntnis,  daß  das,  was  stattfindet,  eine  von  einer  gewissen 
Anzahl  von  Möglichkeiten  sein  muß,  wir  immer  noch  ver- 
nünftigerweise urteilen  dürfen,  daß  eine  Annahme  für 
uns  wahrscheinlicher  ist  als  die  andere,  und  daß,  wenn 
es  sich  um  unser  Interesse  handelt,  wir  es  am  besten 
wahren  werden,  wenn  wir  in  Übereinstimmung  mit  diesem 
Urteil  handeln." 
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Im  folgenden  jedoch  schwankt  Mill  wieder  zwischen  bei- 
den Ansichten  auf  und  ab,  wie  auch  Stumpf  bemerkt  (Ab- 
hdl.  I.  S.  80,  Anmerk.  2)  hat.  Nachdem  Mill  vorstehenden 
Grundsatz  an  Beispielen  von  Urnen  mit  gefärbten  Kugeln 
erläutert  hat,  schreibt  er  noch:  „Es  erscheint  daher  die 
gewöhnliche  Wahrscheinlichkeitsrechnung  als  haltbar  . . . 
Das  Prinzip,  wonach  der  Schluß  verfährt,  ist  hinreichend 
klar.  Es  ist  das  einleuchtende  Prinzip  . . ."  Aber  schon  im 
nächsten  Absatz  dämmert  ihm  wieder  die  Bedeutungs- 
losigkeit der  gebräuchlichen,  auf  subjektiver  Basis  aufge- 
bauten Wahrscheinlichkeitsrechnung  auf  und  preßt  ihm 
die  Worte  hervor:  „Mit  Ausnahme  von  Fällen  wie  Ha- 
zardspiele,  wo  der  beabsichtigte  Zweck  (!)  Unwissenheit 
statt  Wissen  verlangt  (!)  kann  ich  mir  indessen  keinen 
Fall  denken,  in  welchem  wir  mit  einer  Berechnung  von 
Wahrscheinlichkeit  wie  diese  zufrieden  sein  dürften,  mit 
einer  Berechnung,  die  auf  das  absolute  Minimum  von  Wis- 
sen bezüglich  des  Gegenstandes  gegründet  ist.  Im  Falle 
der  farbigen  Kugeln  ist  es  klar,  daß  ein  sehr  leichter  Grund 
zur  Vermutung,  es  wären  wirklich  mehr  weiße  Kugeln 
vorhanden  als  von  den  zwei  andern  Farben,  hinreichen 
würde,  um  das  Ganze  der  in  unserem  früheren  Zustand 
von  Gleichgültigkeit  gemachten  Berechnungen  fehlerhaft 
zu  machen  .  .  .  Solche  Daten  sollten  wir  uns  immer  be- 
mühen zu  erhalten  .  .  ." 

Von  besonderem  Interesse  sind  die  folgenden  Worte,  die 
ihn  wieder  nahezu  als  Gegner  der  gebräuchlichen  WRech- 
nung  zeigen: 

„Es  ist  einleuchtend,  daß  auch  dann  noch,  wenn  die 
Wahrscheinlichkeiten  von  der  Betrachtung  und  dem  Ex- 
periment herrühren,  eine  sehr  unbedeutende  Veränderung 
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in  den  Daten,  sei  es  durch  bessere  Beobachtungen,  sei  es 
dadurch,  daß  man  die  speziellen  Umstände  des  Falles  bes- 
serinBetracht  zieht,n  a  t  ü  r  1  i  c  h  e  r  ist,  als  die  durch- 
dachteste Anwendung  des  Kalküls  auf  Wahrschein- 
lichkeiten, die  auf  frühere  unvollkommenere  Daten  ge- 
gründet sind." 

Haben  wir  in  den  eben  zitierten  Äußerungen  ein  Schwan- 
ken zwischen  beiden  Ansichten  beobachten  können,  so 
treffen  wir  einige  Seiten  später  die  beiden  gegnerischen 
Schlußweisen  in  schönster  Harmonie  vereint:  „Beim  Wür- 
feln ist  die  Wahrscheinlichkeit  von  Eins  ein  Sechstel;  nicht 
bloß,  weil  es  sechs  mögliche  Würfel  gibt,  unter  denen  Eins 
einer  ist,  und  weil  wir  keinen  Grund  kennen,  warum  der 
eine  Wurf  eher  fallen  sollte  als  der  andere,  obgleich  ich 
die  Gültigkeit  dieses  Grundes  in  Ermanglung  eines  bes- 
seren zugegeben  habe:  sondern  weil  wir  wirklich  ent- 
weder durch  Schließen  oder  durch  Erfahrung  wissen,  daß  in 
einem  Hundert  oder  in  Millionen  von  Würfen  Eins  ungefähr 
ein  sechstelmal  von  dieser  Zahl  oder  einmal  in  6  Malen 
fällt."  Die  Fortsetzung  dieses  Verhaltens  zeigt  Mill  darin, 
daß  er  in  den  folgenden  Paragraphen  sich  wieder  ganz 
dem  gebräuchlichen  Kalkül  anschließt,  obwohl  es  bei  sei- 
nem sonstigen  der  „von  Laplace  und  im  allgemeinen  von 
den  Mathematikern  aufgestellten"  Lehre  entgegengebrach- 
ten Mißtrauen  erforderlich  gewesen  wäre,  dessen  Funda- 
mente und  Aufbau  zu  prüfen. 

Desgleichen  finden  wir  beim  französischen  Mathema- 
tiker A.  A.  Cournot  (in  seinem  Buche:  Exposition  de  la 
theorie  de  chances  et  des  probabitiles.  Deutsch  von  Dr. 
Schnuse,  1849)  Ansichten,  die  stellenweise  mit  den  Mill- 
schen  Äußerungen  identisch  sind.  So  sagt  er  gegen  Schluß 
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seines  Buches,  wo  er  die  Ergebnisse  seiner  Untersuchun- 
gen noch  einmal  kurz  resümiert,  in  Punkt  4:  „Wenn  wir 
bei  unsern  unvollständigen  Kenntnissen  keinen  Grund  ha- 
ben, anzunehmen:  daß  eine  Kombination  eher  oder  leich- 
ter stattfindet  als  eine  andere,  obgleich  in  der  Wirklichkeit 
diese  Kombinationen  Erscheinungen  sind,  welche  verschie- 
dene mathematische  Wahrscheinlichkeiten  oder  Möglich- 
keiten haben  können,  und  wenn  wir  unter  Wahrscheinlich- 
keit eines  Ereignisses  das  Verhältnis  der  Anzahl  der  gün- 
stigen Kombinationen  zu  der  Anzahl  aller  als  gleichmög- 
lich angenommenen  Kombinationen  verstehen;  so  kann 
diese  Wahrscheinlichkeit,  in  Ermanglung  eines  bessern 
Mittels,  noch  zur  Regulierung  der  Bedingungen  einer 
Wette  oder  eines  beliebigen  aleatorischen  Vertrags  die- 
nen; aber  sie  hat  alsdann  keine  objektive  Bedeutung  mehr, 
sondern  nur  eine  rein  subjektive,  und  kann  für  Individuen 
von  verschiedenen  Einsichten  und  Kenntnissen  sehr  ver- 
schieden sein.  Die  genaue  Unterscheidung  dieser  doppel- 
ten Bedeutung  des  Ausdruckes  „Wahrscheinlichkeit"  in 
objektive  und  subjektive  ist  zur  Vermeidung  von  Verwir- 
rungen und  Irrtümern  sowohl  in  der  Theorie,  wie  bei  den 
Anwendungen  derselben  von  der  höchsten  Wichtigkeit." 
In  ähnlicher  Weise  spricht  Cournot  bei  Behandlung  der 
Bayesschen  Regel  in  §  93:  „Alle  diese  Resultate  (welche 
man  mit  Hilfe  der  Bayesschen  Regel  erhält)  müssen  in 
einem  objektiven  Sinne  genommen  werden  .  .  .  Denn 
sonst  könnten  diese  Resultate  bei  den  gewöhnlichen  An- 
wendungen, welche  man  davon  macht,  zu  nichts  führen, 
oder  nur  zur  Regulierung  der  Bedingungen  einer  Wette 
dienen,  wenn  man  über  die  wahren  Bedingungen  des  be- 
treffenden ungewissen  Ereignisses  nichts  weiß;  aber  auch 
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in  den  meisten  dieser  letzten  Fälle  wissen  wir  über  das 
fragliche  Ereignis  doch  so  viel,  daß  wir  nicht  geneigt  sein 
können,  die  Bedingungen  einer  Wette  nach  den  obigen  aus 
dem  Bayesschen  Prinzipe  abgeleiteten  Regeln  zu  regu- 
lieren." 

Qanz  wie  Mill  schließt  sich  auch  Cournot  dem  gebräuch- 
lichen mathematischen  Kalkül  an,  obwohl  er  im  Anschluß 
an  obige  Stelle  die  interessante  Bemerkung,  die  sich  gegen 
den  mathematischen  Kalkül  selbst  zu  richten  scheint, 
macht:  „Wir  wollen  z.  B.  annehmen,  daß  man  einen  Hau- 
fen neuer  Münzstücke  habe,  und  mit  einem  zufällig  her- 
ausgenommenen und  auf  den  Boden  geworfenen  dieser 
Münzstücke  das  Wappen  getroffen  habe;  so  würden  wir 
nicht  2  gegen  1  wetten,  daß  bei  einem  zweiten  zufälligen 
Wurfe  mit  diesem  Münzstücke  wieder  das  Wappen  oben 
liegen  werde.  Wenn  jemand  diese  Wette  machte,  und  sie 
unter  Umständen  eine  große  Anzahl  von  Malen  wieder- 
holte, so  würde  er  zuverlässig  bei  weitem  nicht  zwei  Drit- 
tel seiner  Wetten  gewonnen  haben."  Den  Grund  hiervon 
findet  Cournot  darin,  daß  die  Wahrscheinlichkeit  des 
Wappentreffers   für  jedes   der  Münzstücke  des  Haufens 

nicht  viel  von  —  verschieden  sein  kann,  wenn  jede  der 

Münzen  eine  kleine  Unregelmäßigkeit  aufzuweisen  haben 
wird.  Er  schließt  daraus,  daß,  wenn  die  Anzahl  der  Beob- 
achtungen nur  klein  ist,  die  gewöhnlich  zur  Bestimmung 
der  Wahrscheinlichkeit  angegebenen  Formeln  illusorisch 
werden  und  nur  subjektive  Wkeiten  geben,  die  auf  Er- 
scheinungen der  physischen  Welt  nicht  angewendet  wer- 
den können.  Dasselbe  Bedenken  bringt  auch  Bertrand 
(Calcul  des  probalites,  Paris   1889).  in  dessen  Fassung 
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es  auch  in  die  Werke  Czubers  übergegangen  ist  (die  Ent- 
wicklung der  WTheorie  1899,  S.  103  und  Wahrscheinlich- 
keitsrechnung 1903,  S.  156),  der  Cournot  an  dieser  Stelle 
nicht  erwähnt;  Bertrand  nimmt  an,  man  habe  mit  einer 
Münze  geworfen  und  Wappen  erhalten;  die  Bayessche 
Regel  gibt  nun  nach  der  Formel 

1 

Jxdx 

1 

2  =3 

1  Z~  4 

/ xdx 
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den  Wert  —  dafür,  daß  die  Wappenseite  durch  die  phy- 
sische Konstitution  der  Münze  begünstigt  sei  und  knüpft 
daran  die  Bemerkung,  daß  eine  solche  Folgerung  genüge, 
um  das  Prinzip  zu  verdammen  (ohne  jedoch  obige  Gedan- 
ken weiter  zu  entwickeln).  Cournot  und  Bertrand  bringen 
zwar  nicht  gerade  die  gleichen  Beispiele;  aber  der  den- 
selben zugrunde  liegende  Gedanke  ist  derselbe,  wenn  sie 
auch  in  den  daraus  gezogenen  Folgerungen  wieder  etwas 
auseinandergehen. 

Weiter  sei  noch  folgende  Ansicht  Cournots  wiederge- 
geben, die  er  gleichfalls  als  Resümee  seiner  Untersuchun- 
gen ausspricht:  „Die  mathematische  Wahrscheinlichkeit 
kann  daher  als  ein  Maß  der  Möglichkeit  eines  Ereignisses 
oder  der  Leichtigkeit  seines  Stattfindens  betrachtet  wer- 
den, und  hat  folglich  eine  objektive  Bedeutung,  indem 
sie  ein  G  e  s  et  z  ausdrückt,  welchem  die  Erscheinungen 
unterworfen  sind,  und  welches  unabhängig  von  unseren 
mehr  oder  weniger  ausgedehnten  Kenntnissen  in  Bezie- 
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hung  auf  die  Umstände  ihres  Stattfindens  existiert."  (§  155 
Punkt  3.) 

Aus  diesen  beiden  zur  Illustration  vorangeschickten 
Musterbeispielen  heben  sich  deutlich  die  beiden  Gedanken- 
reihen ab,  die  zugunsten  der  subjektiven  und  objektiven 
Anschauungsweise,  wie  wir  sie  zu  Beginn  dieses  Kapitels 
genannt  haben,  sprechen  oder  besser:  dieselbe  begründen. 
Ich  sage  Qedankenreihen;  denn  das,  was  unter  dem  Na- 
men: subjektive  und  objektive  Theorie,  richtiger  Anschau- 
ungsweise, zu  verstehen  ist,  sind  keine  streng  ausgebauten 
Systeme,  sondern  nur  einzelne,  in  einem  nicht  allzufesten 
logischen  Zusammenhange  stehende  Gedanken.  Wir  wer- 
den sie  nun  im  folgenden  kurz  und  übersichtlich  anführen 
und  in  den  weiteren  Darstellungen  den  Nachweis  führen, 
daß,  einige  wenige  später  zu  erwähnende  Nebenumstände 
(z.  B.  Homonymien)  abgerechnet,  sowohl  bei  den  einzel- 
nen Schriftstellern,  als  auch  bei  den  einzelnen  Problemen 
der  WLehre  selbst,  an  denen  diese  bekanntlich  nicht  arm 
ist,  diese  beiden  gegnerischen  Gedankenreihen  und  ihr 
überzeugender  intellektueller  Druck  es  sind,  welche  als  die 
eigentlichen  Problem-  und  Streitbildner  auftreten. 

Von  den  immer  wiederkehrenden,  zugunsten  der  objek- 
tiven Anschauungsweise  sprechenden  Gedanken  finden 
wir  zunächst  den  —  sie  seien  zwischen  Gänsefüßchen  ge- 
bracht — ,  „daß  bei  den  Wkeitsurteilen,  wenn  man  die  in 
Gebrauch  stehenden  WAnsätze  betrachtet,  uns  zwei  Er- 
eignisse wohl  nicht  deshalb  als  gleichmöglich  erscheinen, 
weil  wir  uns  über  sie  in  völliger  und  infolgedessen  in 
gleicher  Unwissenheit  befinden,  sondern  weil  wir  offenbar 
positive  Anhaltspunkte,  ,zwingende'  Gründe  für  diese 
Gleichmöglichkeit  besitzen.    (Daher  für  die  objektive  An- 
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schaungsweise  auch  der  Name:  Theorie  vom  zwingenden 
Grunde.)" 

„Im  Gegenfalle,  also,  wenn  wir  zwei  Fälle  bloß  deshalb 
gleichmöglich  nennen,  weil  wir  über  ihr  Dasein  in  gleicher 
Unwissenheit  uns  befinden,  wie  es  z.  B.  der  Fall  ist,  wenn 
wir  für  das  Ziehen  einer  schwarzen  und  weißen  Kugel  aus 
einer  Urne  gleichmögliche  Fälle  statuieren,  weil  wir  nicht 
wissen,  wieviel  von  jeder  Gattung  sie  enthält,  wäre  ein 
WAnsatz  wertlos  und  hätte  ,nur  formalen,  aber  keinen 
objektiven  Sinn'.  Denn  die  objektiven  Verhältnisse  wür- 
den ihm,  außer  rein  zufällig,  nicht  entsprechen  können." 

„Auch  hätte,  wenn  die  WRechnung  nur  solche  WAn- 
sätze,  die  im  günstigsten  Falle  ,nur  dem  intellektuellen 
Zustande  einzelner  Individuen  entsprächen',  liefern  würde, 
wohl  niemand  »Veranlassung  gehabt,  sich  mit  der  WRech- 
nung zu  beschäftigen'." 

„Da  aber  die  Ergebnisse  der  Erfahrung  mit  den  Ergeb- 
nissen des  Kalküls  übereinstimmen,  wenn  man  die  gleich- 
möglichen Fälle  im  objektiven  Sinne,  in  zwingender  Weise 
als  gleichmöglich  auffaßten,  andererseits  aber  die  »Allge- 
meingültigkeit und  Präzision  der  auf  die  Zufallspiele  be- 
züglichen WAnsätze  mit  der  großen  Unbestimmtheit  des 
Prinzips  in  auffälliger  Weise  kontrastierte',  so  ist  das 
offenbar  eine  Bestätigung  für  die  objektive  Anschauungs- 
weise." 

„Man  wird  daher  am  besten  die  WRechnung  für  den 
Ausdruck  eines  Gesetzes  halten,  dem  die  physischen  Er- 
scheinungen unterworfen  sind." 

An  dieser  Stelle  sei  zugleich  auf  die  Erscheinung  hin- 
gewiesen, daß  die  Leute  bei  Beginn  der  Beschäftigung  mit 
der  WLehre  der  objektiven  Anschauungsweise  zuneigen, 
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während  im  Verlauf  der  weiteren  Bekanntschaft  mit  ihr 
die  Argumente  der  subjektiven  ihre  Macht  geltend 
machen.    Diese  sind  nun  folgende: 

„Die  Ereignisse  oder  Tatbestände  sind  an  sich  genom- 
men nicht  wahrscheinlich,  sondern  nur  notwendig  oder 
gewiß.  Wahrscheinlich  sind  sie  nur  für  uns  in  Hinsicht 
auf  unsern  mangelhaften  Wissensstand,  weil  wir  eben  über 
verschiedene  Dinge,  von  denen  ihre  Existenz  abhängt, 
nichts  wissen.  Die  Wkeit  muß  daher  unbedingt  etwas 
Subjektives  sein  und  auf  unserer  Unwissenheit  fußen.  Sie 
wird  sich  auch  je  nach  dem  Stande  unserer  Kenntnis  und 
Unkenntnis  verändern;  die  gleichmöglichen  Fälle  können 
daher  nicht  als  objektiv  oder  physisch  gleichmöglich  auf- 
gefaßt werden,  sondern  nur  in  bezug  auf  unseren  Wissens- 
oder richtiger  Unwissenheitsstand:  weil  uns  eben  ein 
Grund  ,mangelt\  den  einen  eher  als  den  andern  zu  erwar- 
ten. (Daher  für  die  subjektive  Anschauungsweise  der 
Name:  Theorie  vom  mangelnden  Grunde.)" 

„Und  wenn  die  Anhänger  der  objektiven  Anschauungs- 
weise auf  die  Übereinstimmung  der  WKalkule  mit  den  Er- 
gebnissen der  Zufallsspiele  hinweisen,  im  Falle,  daß  die 
gleichmöglichen  Fälle  objektiv  begründet  sind,  so  sei  an- 
dererseits darauf  aufmerksam  zu  machen,  daß  die  WKal- 
kule auf  lediglich  mathematisch-kombinatorischem  Wege 
zustande  kommen,  daß  sie  nur  der  Ausdruck  ,der  mathe- 
matischen Gesetze  in  den  Kombinationen'  und  mithin  sub- 
jektiven Charakters  sind." 

„Es  ist  daher  unrichtig,  die  Wkeit  für  ein  Gesetz  zu  hal- 
ten, dem  die  Erscheinungen  unterworfen  sind;  die  Wkeit 
ist  vielmehr  eine  rein  logische  Funktion  der  Urteils- 
materie." 
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Man  kann  nun  leicht  auf  den  Ausweg  verfallen,  eine 
objektive  und  eine  subjektive  Wkeit  anzunehmen,  je  nach- 
dem die  Fälle  als  in  objektiv  begründeter  Weise  gleich 
möglich  anzusehen  sind  oder  nicht.  Dieser  Ausweg  wurde 
auch,  wie  wir  bereits  bei  Cournot  gesehen  haben,  tatsäch- 
lich betreten.  Aber  man  sah  bald  ein,  daß  dies  nicht  an- 
gehe, weil  die  gleichmöglichen  Fälle  die  Grundlage  der 
WDefinition  bilden  und,  je  nachdem  man  diese  so  oder 
anders  auffasse,  auch  die  Definition  selbst  verändert 
wird.  Wenn  man  nun  die  gleich  möglichen  Fälle  objektiv 
definiert, so  ist  auch  die  Wkeit  etwas  objektiv  Gültiges  und 
für  alle  Menschen  dieselbe,  zeigt  mithin  Eigenschaften,  die 
dem  eigentlichen  Charakter  des  WUrteils,  als  dem  Aus- 
druck eines  gewissen  subjektiven  Kenntnis-  und  Unkennt- 
nisstandes und,  da  dieser  von  Individuum  zu  Individuum 
und  von  Zeit  zu  Zeit  wechselt,  der  daraus  hervorgehenden 
Veränderlichkeit  entgegen  sind.  So  sind  daher  die  strei- 
tenden Ideen  in  der  Definition  der  Wkeit  und  dem  auf  ihr 
ruhenden  mathematischen  Gebäude  gewissermaßen  ver- 
kettet. 

In  der  weiteren  Verfolgung  der  Geschichte  der  WLehre 
kann  man  deshalb  auch  beobachten,  wie  dieser  Gedanken- 
zwiespalt zwischen  den  subjektiven  und  objektiven  Argu- 
menten, der  sich  anfangs  bloß  auf  die  Definition  der 
gleichmöglichen  Fälle  beschränkte,  immer  weiter  um  sich 
greift  und  sich  im  Gemäuer  der  Wahrscheinlichkeitslehre 
ausbreitet,  ja  selbst  den  mathematischen  Kalkül  nicht  un- 
angefochten läßt,  wie  wir  es  bereits  an  den  entsprechenden 
Äußerungen  Cournots  und  Bertrands  sahen,  und  so  an 
Orten  unangenehm  auftaucht,  wo  man  zu  früheren  Zeiten 
noch  verschont  geblieben  war.    Auch  zeitigt  der  Druck, 
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den  die  „feindlichen  Brüder"  auf  das  denkende  Individuum 
ausüben,  in  diesem  die  naturgemäße  Tendenz,  die  beiden 
widerstreitenden  und  doch  so  einleuchtenden  Teile  zu  ver- 
schmelzen, so  daß  man  von  einem  Schwanken,  in  dem 
bald  die  eine,  bald  die  andere  Ansicht  zur  Geltung  kommt, 
wie  wir  es  bei  Mill  noch  deutlich  zu  beobachten  in  der 
Lage  waren,  bei  den  neueren  WTheoretikem  nicht  mehr 
sprechen  kann,  sondern  nur  mehr  von  theoretischen  Ge- 
bäuden, welche  beide  Teile  recht  und  schlecht  zusammen- 
geschweißt enthalten.  In  demselben  Maße,  als  diese  Ver- 
schmelzungstendenz fortschreitet  und  immer  kunstvollere 
Gebäude  entstehen  läßt  (Cournot,  Fick,  v.  Kries)  wird  auch 
das  Bestreben,  Klarheit  in  die  Lehre  zu  bringen,  immer 
schwieriger.  Bei  v.  Kries  und  zum  Teil  noch  bei  Gold- 
schmidt, bei  dem  bereits  die  Lösung  beginnt,  ist  diese 
Tendenz  so  groß  und  das  unter  ihrer  Herrschaft  kon- 
struierte Gebäude  so  kunstvoll,  daß  ihnen  ein  eigenes  Ka- 
pitel gewidmet  werden  muß. 

Im  folgenden  werden  wir  daher  die  verschiedenen  Pro- 
bleme und  Streite  innerhalb  der  WLehre  durchgehen  und 
dabei  die  angeführten  Ideen  überall  als  deren  Urheber 
vorfinden.  Zuerst  kommen  wir  dabei  zu  einem  bekannten 
„Trugschluß"  auf  dem  Gebiete  der  WLehre,  den  schon 
Laplace  erwähnt,  nämlich  zur  Erscheinung,  „daß  jeder", 
wie  sich  Cournot,  an  dessen  Wortlaut  als  dem  des  ersten 
Konfliktstheoretikers  ich  mich  zunächst  noch  immer  halte, 
ausdrückt,  „eine  unklare  Vorstellung  von  der  Wahrheit 
habe:  daß  sich  die  Anomalien  des  Zufalls  sehr  wahrschein- 
lich nahezu  kompensieren  müssen,  wenn  man  eine  lange 
Reihe  von  Versuchen  oder  Erscheinungen  umfaßt,  und 
hieraus  hat  man  schließen  wollen,  daß  ein  Ereignis,  wel- 
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ches  z.  B.  nicht  mehr  Chancen  für  als  wider  sich  hat,  und 
während  einer  Periode  häufiger  stattgefunden  hat,  in 
der  folgenden  Periode  weniger  häufig  stattfinden 
müsse,  wie  wenn  die  Unabhängigkeit  der  sukzessiven  Er- 
eignisse, ohne  welche  sie  nicht  zufällig  genannt  wer- 
den könnten,  nicht  jeden  Einfluß  stattgehabter  zufälliger 
Ereignisse  auf  künftige  zufällige  Ereignisse  ausschlösse. 
Allein  es  wird  der  Einbildungskraft  etwas  schwer,  in  den 
Gesetzen  des  Zufalls  nichts  als  die  Wirkung  der  mathema- 
tischen Gesetze  in  den  Kombinationen  zu  erblicken  . . ." 
Hier  sehen  wir  also  wieder  den  Widerstreit  der  subjek- 
tiven und  objektiven  Argumente,  obwohl  die  Hervor- 
hebung dieses  Zwiespaltes  bei  Cournot  selbst  wieder  durch 
ihn  getrübt  ist  und  so  einen  ganzen  Rattenkönig  von  Un- 
klarheiten darstellt.  Z.  B. :  „Die  Gesetze  des  Zufalls  sind 
nichts  als  die  Wirkung  der  mathematischen  Gesetze  in 
den  Kombinationen."  Der  Tenor  des  Satzes  betont  aus- 
drücklich den  lediglich  subjektiven  Charakter  der 
WRechnung.  Aber  wenn  man  für  letztere  den  Ausdruck 
„Gesetze  des  Zufalls"  gebraucht,  so  denkt  man  dabei  an 
Naturgesetze,  und  daß  die  WRechnung  „Gesetze  aus- 
drücke, denen  die  Erscheinungen  unterworfen  sind",  wie 
Cournot  an  anderer  Stelle  auch  tatsächlich  sagt.  Solche 
aber  können  niemals  die  Wirkung  mathematischer  Ge- 
setze in  den  Kombinationen  sein.  An  dieser  Stelle  nannte 
man  den  Widerstreit  das  „mißverstandene  Gesetz  der 
großen  Zahlen",  oder  das  mißverstandene  Theorem  von 
Bernoulli,  wobei  die  gegnerischen  Ideen  im  Laufe  der  Zeit 
auch  von  verschiedenen  Autoren  vertreten  wurden.  So 
versteht  z.  B.  Poisson,  ein  Vorgänger  Cournots  und  der 
Urheber  des  Gesetzes  der  großen  Zahlen,  unter  diesem 
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und  dem  Theorem  von  Bernoulli  ein  Gesetz,  welches  die 
physischen  und  moralischen  Vorgänge  beherrscht.  Er 
wurde  also  an  der  klaren  Erfassung  des  Gedankens,  daß 
eine  auf  rein  subjektiver  Grundlage  erbaute  Wahrschein- 
lichkeitsbestimmung, wie  es  das  Theorem  von  Bernoulli 
ist,  an  und  für  sich  noch  keine  Aussage  über  den  Verlaufs- 
modus eines  wirklichen  Geschehens  sein  kann,  durch  den 
andern  Gedanken  verhindert,  daß  eine  nur  unsere  subjek- 
tive „Erwartung"  ausdrückende  Bestimmung  praktisch 
wertlos  wäre  und  nur  rein  zufällig  mit  der  Wirklichkeit 
übereinstimmen  könnte,  während  doch  die  Ergebnisse  bei 
den  ein  wirkliches  Geschehen  darstellenden  Zufallsspielen 
eine  mehr  als  bloß  zufällige  Übereinstimmung  mit  den  an- 
geblich bloßen  Erwartungsaussagen  des  Th.  v.  B.  zu  zei- 
gen scheinen.  Einmal  eingenommen  von  der  Idee,  daß  die 
WRechnung  mit  ihren  präzisen  Zahlenangaben  keinen 
Wert  habe,  wenn  sie  nicht  Aussagen  über  die  objektive 
Welt  mache,  —  und  wertlos  konnte  doch  eine  so  gut  ge- 
baute und  vielfach  durch  die  Tatsachen  bestätigte  Dis- 
ziplin nicht  sein!  —  kam  man  überhaupt  zu  den  verschie- 
densten Ansichten:  Prevost  glaubte,  jedem  Wahrschein- 
lichkeitsansatze läge  die  stillschweigende  Hypothese  zu- 
grunde, daß  die  verschiedenen,  als  gleichmöglich  betrach- 
teten Fälle  der  Reihe  nach  wirklich  darankommen  müß- 
ten ;  ähnliches  vielleicht  auch  Beguelin,  wenn  er  sagt,  der 
Wahrscheinlichkeitskalkul  berechne  nicht  das,  „was  der 
Zufall  bringt,  sondern  das,  was  er  bringen  müßte,  wenn  er 
seine  Gunst  mit  genauer  Unparteilichkeit  verteilen  würde". 
Daran  reiht  sich  die  Ansicht  Windelband's,  „es  liege 
im  Begriffe  der  gleichmöglichen  Fälle,  daß  bei  einer  ge- 
nügend großen  Anzahl  von  Fällen  jeder  Möglichkeit  eine 
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gleich  große  Menge  von  Gelegenheiten  zu  ihrer  Reali- 
sierung geboten  wird".  Der  undeutliche  Ausdruck:  „daß 
jeder  Möglichkeit  eine  gleich  große  Menge  von  Gelegen- 
heiten zu  ihrer  Realisierung  geboten  werde",  ist,  soll  er 
nicht  eine  leere  Tautologie  für  das  Wort  möglich  sein,  ein 
Beispiel  dafür,  wie  sich  der  WTheoretiker,  da  die  WBe- 
stimmung  nur  der  Ausdruck  für  unseren  subjektiven  Wis- 
sensstand ist,  weder  getraut,  dem  Theorem  von  Bernoulli 
eine  objektive  Deutung  zu  geben,  und  dann  direkt  von 
Gleichhäufigkeit  zu  reden,  noch,  aus  Furcht,  daß  im  ent- 
gegengesetzten Falle  die  ganzen  schönen  Zahlenbestim- 
mungen keinen  rechten  Wert  hätten,  den  Mut  besitzt,  es 
rein  subjektiv  zu  fassen,  wobei  natürlich  über  Reali- 
sierungsgelegenheiten nichts  mehr  zu  sagen  wäre.  Gleich- 
falls durch  den  auf  das  Bernoullische  Theorem  übertrage- 
nen Zwiespalt  der  objektiven  und  subjektiven  Argumente 
hervorgerufen  ist  der  Streit  zwischen  der  nach  Stumpf 
„heute  (1892)  sehr  verbreiteten  Lehre",  daß  die  Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung für  den  Einzelfall  keine  Bedeutung 
habe,  sondern,  wie  sich  der  moralische  Urheber  dieser  An- 
schauung, Jakob  Friedrich  Fries,  (S.  24)  ausdrückt,  „nur 
die  Durchschnittsrechnung  für  ungewisse  Erfolge"  sei, 
und  der  entgegengesetzten,  mit  besonderem  Nachdrucke 
von  H.  Lotze  und  Stumpf  vertretenen,  daß  die  Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung nur  auf  den  Einzelfall  und  sonst 
auf  nichts  bezogen  werden  kann.  Lotze  und  Stumpf  wur- 
den zu  ihrer  Ansicht  durch  den  von  ihnen  besonders  be- 
tonten, „lediglich  subjektiven"  Charakter  der  Wahrschein- 
lichkeitsrechnung bestimmt,  und  es  ist  ja  auch  klar,  daß 
sich  unser  Wissensstand  nur  in  bezug  auf  den  Einzelfall 
in  dem  bekannten,  durch    den  WBruch    ausgedrückten 
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Maß  von  Unwissenheit  befindet,  und  nicht  in  bezug  auf 
eine  Vielheit  von  Fällen,  wo  das  Maß  der  Unwissenheit 
ein  unvergleichlich  kleineres  ist.  Daß  für  Fries  zu  seiner 
Auffassung  der  WRechnung  als  Durchschnittsrechnung 
die  oben  (S.  14)  angeführten  Argumente  der  objektiven 
Anschauungsweise,  um  es  auch  hier  zu  wiederholen,  maß- 
gebend waren,  beweisen  die  Gründe,  die  er  für  seine  Auf- 
fassung anführt:  nämlich  „die  Bestimmung  der  Wahr- 
scheinlichkeit nach  Zahlen  habe  nur  wissenschaftliche  Be- 
deutung, weil  und  wiefern  diese  Durchschnitte  und  ihre 
mittleren  Verhältniszahlen  mit  vollständiger  Gewissheit 
bestimmt  sind  .  .  .  Diese  Bedeutung  kann  immer  erst  ein- 
treten, wenn  wir  für  eine  hinlänglich  große  Reihe  von  Er- 
eignissen eine  Art  Überschlag  machen."  Desgleichen  führt 
Fries  S.  23  weitläufig  aus,  daß  für  Versicherungsgesell- 
schaften nur  Durchschnittswerte  brauchbar  sind,  und  daß 
diesem  gemäß,  wie  wir  gehört  haben,  „die  WRechnung 
eigentlich  die  Durchschnittsrechnung  für  ungewisse  Er- 
folge sei".  Er  macht  auch  mehrmals  und  entschieden  den 
Unterschied  geltend,  der  darin  besteht,  ob  eine  Sache  nur 
m  i  r  wahrscheinlich  vorkommt,  oder  ob  sie  wissenschaft- 
lich als  wahrscheinlich  bestimmt  werden  kann.  Im  übri- 
gen ist  Fries  in  der  Durchführung  der  objektiven  Ideen 
verhältnismäßig  konsequent  und  ich  kann  in  die  scharfe 
Kritik,  die  Stumpf  von  ihm  gibt,  nicht  einstimmen. 

Haben  wir  bisher  die  „Täuschungen",  die  aus  dem  „miß- 
verstandenen" Gesetze  der  großen  Zahlen  hervorgehen, 
mehr  in  ihren  theoretischen  Formulierungen  kennen  ge- 
lernt, so  gehen  wir  jetzt  auf  praktische  Fälle  ein.  Hierher 
gehört  der  bekannte,  schon  von  Laplace  erwähnte  Fall, 
daß  Männer,  welche  gerne  Söhne  wünschten,  geängstigt 
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waren,  wenn  in  dem  Monate,  in  dem  sie  Väter  werden 
sollten,  Knaben  geboren  wurden,  weil  sie  glaubten,  das 
Verhältnis  der  männlichen  Geburten  zu  den  weiblichen 
müßte  am  Ende  jedes  Monats  dasselbe  sein,  und  infolge- 
dessen der  Ansicht  waren,  die  schon  geborenen  Knaben 
machten  es  wahrscheinlich,  daß  die  nächsten  Geburten 
Mädchen  brächten.  Hierher  würde  es  auch  gehören,  wenn 
eine  Lotteriespielerin,  falls  sich  eine  so  geistig  hoch- 
stehende findet,  eine  Sammlung  der  bereits  herausgekom- 
menen Nummern  anlegt  und  auf  die  noch  fehlenden  setzt; 
wenn  man  im  Kopf-Wappen-Spiel  nach  9  Würfen  Kopf  für 
den  folgenden  Wurf  Wappen  als  wahrscheinlicher  hält 
und  dergleichen  mehr. 

Dagegen  wird  nun  von  verschiedenen  Autoren  nach- 
stehendes eingewendet:  Das  Theorem  von  Bernoulli  be- 
rechtigt zu  diesem  Schlüsse  nicht;  nach  ihm  müsse  nur 
bei  einer  unendlichen  Anzahl  von  Versuchen  Kopf  und 
Wappen,  beziehungsweise  die  Lotterienummern  gleich  oft 
auftreffen;  wer  aber  bereits  nach  ein  paar  hundert 
Ziehungen  das  Eintreffen  einer  ausgebliebenen  Nummer 
erwarte,  begrenze  die  Anzahl  der  Versuche  willkürlich; 
dem  Theorem  v.  Bernoulli  werde  vollständig  Genüge  ge- 
leistet, wenn  diese  Nummer  —  um  beim  Lotteriespiel  zu 
bleiben  — nach  100  OOOZiehungen  entsprechend  nachgeholt 
wird,  oder  man  sagt,  ein  solcher  Schluß  wäre  nur  berech- 
tigt, wenn  die  Unabhängigkeit  der  einzelnen  Fälle  nicht 
feststünde,  sondern  so  zusammenhingen,  daß  die  in  einem 
Sinne  ausgefallenen  Resultate  für  die  folgenden  Fälle  das 
Entgegengesetzte  begünstigte.  —  Warum  aber  wird  der 
zukünftige  Vater  oder  die  Lotteriesetzerin  oder  der  Bube, 
der  Kopfadler  spielt,  im  inkriminierten  Sinne  schließen? 
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Kaum,  weil  sie  dem  Bernoullischen  Theorem  eine  Bedeu- 
tung unterlegen,  die  es  nicht  hat.  Sie  dürften  dasselbe  in 
den  meisten  Fällen  gar  nicht  kennen.  Der  erwartungs- 
volle Vater  glaubt  einfach,  daß  in  der  Natur,  welche  diese 
Regelmäßigkeit  in  den  Knaben-  und  Mädchen-Qeburten 
zeigt,  gewisse  Gründe,  Realgründe  natürlich,  vorhanden 
sind,  die  die  genannte  Regelmäßigkeit  zustande  kommen 
lassen.  Ähnliche  Gedanken  dürfte  auch  die  Lotterie- 
setzerin  bewegen,  die  die  lange  nicht  herausgekommene 
Nummer  setzt,  zumal  wenn  sie  schon  über  eine  reichliche 
Erfahrung  verfügt,  die  das  Traumbuch  bereits  in  Miß- 
kredit brachte.  Oder  sie  denkt  sich,  daß,  wenn  es  mit  rech- 
ten Dingen  zugeht,  keine  Ursache  (sie  meint  natürlich  eine 
physische)  vorhanden  sei,  die  ein  spezielles  Ergebnis  be- 
vorzugt. Es  liegt  eben  diesem  Schlüsse  der  Gedanke  zu- 
grunde, daß  dies  alles  wirkliche  Vorgänge  sind,  die  be- 
zeichnete und  durch  zahlreiche  Versuche  beim  Kopf-Wap- 
penwerfen, Würfel-  und  Lotteriespiel  bestätigte  Regel- 
mäßigkeit aufweisen  und  daß  offenbar  in  der  Wirklichkeit 
irgendwelche  Gründe  vorhanden  sind,  die  den  Ausgleich 
hervorrufen  und  zu  den  darauf  bezüglichen  Schlüssen 
einigermaßen  berechtigen,  während  der  WTheore- 
tiker  der  mathematischen  Schule  einen  solchen  physischen 
Ausgleichszwang  in  den  auf  subjektiver  Grundlage  aufge- 
bauten und  auf  subjektive  Weise  abgeleiteten  Deduktio- 
nen nicht  findet  und  nicht  finden  darf.  Die  einen  schließen 
auf  Grund  gewisser  spezieller  oder  allgemeiner  Erfah- 
rungen, während  die  anderen  die  Wirklichkeit  durch  sub- 
jektive Deduktionen  zügeln  wollen.  Die  Ansichten  der 
werdenden  Väter,  Lotteriespieler  u.  dgl.  sind  demnach 
vom  naturphilosophischen  Standpunkte  zu  kritisieren;  der 
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auf  subjektiver  Grundlage  stehende  WTheoretiker  über- 
schreitet seine  Machtsphäre,  wenn  er  sagt,  sie  seien  ein 
Trugschluß  aus  dem  Gebiete  der  WRechnung.  Zur  größe- 
ren Klarheit  sei  noch  erwähnt,  daß  die  Bezeichnung  „un- 
abhängig" im  Sinne  der  WTheorie  keine  Aussage  über  die 
objektive  Welt  involviert,  sondern  daß  es  sich  dabei  nur 
um  eine  Nichtbeeinflussung  der  Kenntnisse,  nicht  aber  um 
eine  solche  der  Tatsachen  handelt.  Soviel  über  diesen 
Punkt,  insoweit  es  auf  die  Vermengung  der  streitenden 
Ideen  Bezug  hat.  Es  ist  auch  noch  vom  Standpunkte  der 
WTheorie  inbetreff  der  zitierten  Entgegnungen  einiges 
vorzubringen  und  ich  werde  daher  noch  einmal  darauf  zu- 
rückkommen. 

An  dieser  Stelle  muß  ich  noch  der  Ansichten  Adolph 
Quetelets  gedenken,  der  beim  Gesetz  der  großen  Zahlen 
von  den  WTheoretikern  mit  wenig  schmeichelhaften  Be- 
merkungen erwähnt  wird.  Er  scheint,  ähnlich  wie  Cour- 
not, die  Ergebnisse  der  WRechnung  für  Aussprüche  eines 
Gesetzes  gehalten  zu  haben,  dem  die  Erscheinungen 
unterworfen  sind,  und  er  nannte  die  Erscheinung,  deren 
Beobachtung  er  sein  ganzes  Leben  gewidmet  hatte,  daß 
nämlich  die  Größe  des  Menschen,  seine  Pulsschläge,  seine 
Geburten-  und  Todesziffern  u.  dgl.  Schwankungen  unter- 
worfen sind,  das  Gesetz  der  zufälligen  Ursachen  oder  das 
Gesetz  der  Möglichkeit.  (Zur  Naturgeschichte  der  Ge- 
sellschaft von  Ad.  Quetelet.  Deutsch  v.  K.  Adler.  Ham- 
burg 1856.  3.  Kapitel,  S.  15.)  Indessen  wurde  ihm  bald 
vorgehalten,  daß  diese  Bezeichnung  nicht  die  richtige  sei, 
da  es  sich  dabei  um  Vorgänge  handle,  die  in  Wahrheit  in 
notwendiger  Ordnung  eintreten,  und  daß  die  dabei  be- 
merkbaren Schwankungen  nichts  wirklich  Zufälliges  an 
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sich  hätten.  Quetelet  erwiderte  darauf,  daß  er  zugebe, 
daß  es  keine  einzige  zufällige  Ursache  gäbe,  und  daß  er 
das  Wort  nur  im  gewöhnlichen  Sprachgebrauche  genom- 
men habe. 

Aber  das  ist  nicht  das  Delikt,  dessentwegen  Quetelet 
von  manchen  als  abschreckendes  Beispiel  den  Lesern  vor- 
geführt wird.  Sondern  seine  von  verschiedenen  WTheo- 
retikern  (Lexis,  v.  Kries,  Bertrand)  streng  zu  verurteilen 
geglaubte  Irrlehre  besteht  darin,  daß  er  die  Unabhängig- 
keit der  Einzelfälle  bei  den  Anwendungen  der  WRechnung 
auf  die  Statistik  und  Zufallserscheinungen  angezweifelt 
Budget  der  Gefängnisse,  Galeeren  und  Schoffote  geblen- 
den  Kritik  zuerst  und  wohl  im  Anschluß  daran  Lexis  und 
v.  Kries),  er  habe,  indem  er  in  einemfort  das  „Budget  der 
Gefängnisse,  Galeeren  und  Schafotte"  angestaunt  habe, 
dabei  an  einen  mystischen  Vorgang  gedacht,  der  in  dem 
betreffenden  Zeitabschnitt  die  Zahl  voll  mache,  und  den 
armen  „Unglücklichen",  der  dieses  Jahr  noch  zum  grauß- 
lichen  Budget  der  Schaffote  fehle,  mit  unerbittlicher  Not- 
wendigkeit ergreife,  zum  Verbrechen  leite,  einkerkere  und 
verurteile.  Gewiß,  Quetelet  war,  wie  die  ganze  damalige 
Welt,  was  übrigens  auch  ganz  erklärlich  ist,  von  dem 
Budget  der  Gefängnisse,  Galeeren  und  Schaffote  geblen- 
det; er  verlieh  diesem  Staunen  lebhaften  Ausdruck  und 
gebrauchte  dabei,  im  Eifer  der  Rhetorik,  einige  unvorsich- 
tige Worte:  daß  „die  Gesellschaft  es  ist,  welche  die  Ver- 
brechen vorbereitet,  und  der  Schuldige  ist  nur  das  Werk- 
zeug, welches  es  ausführt;  es  folge  daraus,  daß  der 
Unglückliche,  welcher  sein  Haupt  aufs  Schafott  legt,  oder 
daß  derjenige,  der  sein  Leben  in  den  Gefängnissen  enden 
wird,  sozusagen  das  Sühneopfer  der   Gesellschaft  ist". 
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(Sur  l'homme  et  le  developpement  de  ses  facultas  ou 
Eßai  de  physique  sociale.  Par  A.  Quetelet.  2.  Band.  S.325.) 
Allein  wenn  man  in  Betracht  zieht,  daß  er  angesichts  der 
Tatsache,  daß  der  Mensch,  ob  er  heiratet,  sich  fortpflanzt 
oder  sich  tötet,  ob  er  das  Eigentum  oder  das  Leben  seines- 
gleichen angreife,  mit  der  größten  Regelmäßigkeit  zu 
Werke  geht,  und  unter  dem  Einflüsse  feststehender  und 
außerhalb  des  freien  Willens  liegender  Ursachen  zu  han- 
deln scheine,  ausdrücklich  erklärt  (Zur  Naturgesch.  d.  Ge- 
sellschaft. Anmerk.  11,  Schluß,  S.  314):  „Wir  werden  uns 
deshalb  doch  wohl  hüten,  daraus  den  Schluß  zu  ziehen, 
daß  diese  Beharrlichkeit  das  Resultat  eines  trostlosen 
Verhängnisses  sei.  Wir  sehen  unsresteils  nichts  Anderes 
darin,  als  den  Beweis  der  Fortdauer  der  moralischen  Zu- 
stände, welche  die  Selbstmorde  hervorgerufen,  während 
der  Dauer  des  Zeitraums,  den  unsere  Beobachtungen  um- 
fassen"; wenn  man  in  Betracht  zieht,  daß  er  unter  diesen 
Zuständen  die  örtlichen  Sitten  und  Gebräuche,  Anschau- 
ungen, Gesetze  u.  dgl.  begreift,  wenn  man  ferner  erwägt, 
daß  er  dem  Getreidepreis  einen  Haupteinfluß  auf  die  Ele- 
mente der  Gesellschaft  zuschreibt,  und  den  Einfluß  des 
Klimas,  der  Profession,  der  Jahreszeiten,  des  Geschlech- 
tes, des  Alters  auf  die  Neigung  zum  Verbrechen  oder  den 
der  Tageszeiten  und  Sumpfgegenden  auf  die  Geburten- 
ziffer untersucht,  — :  dann  wird  man  zugeben  müssen,  daß 
jene  rhetorische  Bemerkung  nicht  in  dem  inkriminierten 
Sinne  eines  mystischen  Vorganges  zu  interpretieren  ist, 
und  daß  seine  Untersuchungen  eine  völlig  daseinsberech- 
tigte Arbeitsleistung  darstellen.  Ich  glaube  —  und  wer 
wird  mir's  abstreiten?  — ,  Quetelet  war  vollkommen  im 
Rechte,  wenn  er  für  diese  Naturerscheinung  der  konstan- 
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ten  Zahlen  eine  Erklärung  suchte,  und  er  suchte  sie  auch 
nicht  auf  dem  Gebiete  der  WLehre,  sondern  auf  dem  Ge- 
biete der  Natur;  und  selbst  wenn  Quetelet  einen  solchen 
mystischen  oder  mechanischen  Einfluß  angenommen 
hätte,  so  unterstünde  er  nicht  der  Gerichtsbarkeit  der- 
WLehre,  sondern  der  der  Naturphilosophie.  Ob  in  den 
menschlichen  Massenerscheinungen  eine  gegenseitige  Be- 
einflussung der  Ereignisse  der  „Einzelfälle",  die  auf  einen 
Ausgleich  hinwirkt,  stattfindet  oder  nicht,  ist  eine  Ange- 
legenheit, die  vom  naturwissenschaftlichen  Standpunkt 
geprüft  werden  muß;  der  WTheoretiker  hat  kein  Recht, 
ein  solches  Unterfangen  von  vorneherein  als  irrig  zu  er- 
klären. Die  in  dieses  Gebiet  einschlagenden  Arbeiten 
Fechners  waren  den  angeführten  Kritikern  wohl  nicht  be- 
kannt, sonst  wäre  nicht  einzusehen,  warum  nur  A.  Quete- 
let, nicht  aber  auch  G.  Th.  Fechner,  in  gleicher  Weise  ge- 
tadelt wird.  Denn  es  besteht  zwischen  beiden  kein  ande- 
rer Unterschied,  als  daß  Fechner  die  Anwendung  der 
WRechnung  auch  auf  andere  Dinge,  z.  B.  auf  die  Maße 
und  Größenverhältnisse  der  Galeriegemälde,  ausgedehnt 
hat  und  das  nur  teilweise  Übereinstimmen  der  an  ihnen 
hervortretenden  Erscheinungen  mit  den  bezüglichen  Er- 
gebnissen des  WKalkuls  dadurch  erklärt,  daß  die  einzel- 
nen Gattungsbegriffe  der  Gemälde  unrichtig  zusammen- 
gefaßt wurden,  und  damit  tatsächlich  dem  angezogenen 
Mißverständnisse  unterliegt,  während  Quetelet  es  wenig- 
stens versucht,  die  die  Natur  betreffenden  Erscheinungen 
objektiv  zu  erklären  oder  zu  erforschen. 

Anläßlich  der  Besprechung  dieser  „Täuschungen"  der 
Kopf- Wappenspieler  und  A.  Quetelets  schreibt  v.  Kries: 
„Wenn  man  diese  (Quetelet  zugeschriebene)  Auffassung 
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als  einen  schnell  vorübergegangenen  Irrtum  bezeichnen 
kann,  so  muß  man  doch  zugeben,  daß  hier  eine  Lücke  des 
Verständnisses  tatsächlich  bestand,  welche  eine  Ausfüllung 
verlangte.  Die  besonnenere  Auffassung,  welche  gegen- 
wärtig verbreitet  ist,  kann  nicht  behaupten,  diese  Schwie- 
rigkeit überwunden  zu  haben."  Und  man  kann  getrost 
hinzufügen:  auch  v.  Kries  hat  sie  nicht  überwunden.  Im 
Gegenteil,  er  unterliegt,  indem  er  mit  Hilfe  seines,  wie  er 
ausdrücklich  betont,  lediglich  subjektiven  Charakter  tra- 
genden Prinzipes  der  Spielräume  eine  Erklärung  dieser 
in  der  objektiven  Welt  stattfindenden  Vorgänge  zu  geben 
versucht,  obwohl  er  selbst  an  der  gleichen  Stelle  zugeben 
muß,  daß  ein  subjektives  Prinzip  keinen  Aufschluß  geben 
kann,  selbst  der  gleichzeitigen  Einwirkung  der  streitenden 
Ideen,  gerade  wie  seine  Vorgänger.  Er  ist  von  vorn- 
herein überzeugt,  daß  es  eine  objektive  Erklärung  für 
diese  Erscheinung  der  Regelmäßigkeit  gar  nicht  gibt  (was 
doch  immerhin  sehr  zweifelhaft  ist),  und  daß  „unser  in- 
tellektuelles Bedürfnis  befriedigt  sein  muß,  wenn  der 
Nachweis  gelingt,  daß  gewisse  Erscheinungen,  die  wir  nie 
beobachten  (z.  B.  abnorme  Unregelmäßigkeiten,  wie 
100  mal  „Kopf"  nacheinander)  nur  bei  einer  ganz  besonde- 
ren Anordnung  des  Bestehenden  zur  Verwirklichung  kom- 
men können",  d.  h.  daß  ihnen  nur  ein  ganz  kleiner  Spiel- 
raum entspricht.  Daß  aber  in  dem  Begriff  des  Spiel- 
raumes, insoweit  derselbe  hier  erklärend  wirken  kann, 
bereits  Erfahrung  aufgenommen  ist,  übersieht  v.  Kries. 
Seine  Spielraumtheorie  wird  uns  ja  noch  später  beschäf- 
tigen. Hier  liegt  der  Erklärungswert,  den  uns  der  Begriff 
Spielraum  bringt,  in  dem  Satze,  daß  eine  besondere  An- 
ordnung des  Bestehenden  vorhanden  ist  oder  sein  muß,  bei 
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Ereignissen,  welche  „wir  nie  beobachten4',  die  aufgenom- 
mene Erfahrung  aber  darin,  daß  die  besonderen  Anord- 
nungen in  der  Wirklichkeit  selten  sind. 

Schließlich  ist  die  Ausdehnung  der  Wahrscheinlichkeits- 
rechnung auf  die  Statistik  überhaupt,  wenigstens  im  histo- 
rischen Werdegang,  dem  mißverstandenen  Gesetz  der 
großen  Zahlen  zuzuschreiben,  wobei  die  wunderbare  Über- 
einstimmung der  Rechnungsergebnisse  die  wichtigste 
Rolle  gespielt  haben  dürfte.  Ja,  wenn  man  unverschämt 
sein  will,  kann  man  dasselbe  zum  großen  Teil  von  der 
Entwicklung  der  WLehre  überhaupt  sagen.  Und  v.  Kries 
hatte  wohl  recht,  wenn  er  sagt:  „Die  besonnenere  Auffas- 
sung, welche  gegenwärtg  verbreitet  ist,  kann  nicht  be- 
haupten, diese  Schwierigkeit  überwunden  zu  haben".  Auch 
Czuber  ist  in  seinem  großen  Überblick  und  in  der  1.  Auf- 
lage seiner  „WRechnung"  (1903)  über  das  Verhältnis  des 
B.  Theorems  zu  den  Aussagen  der  Wirklichkeit  noch  zu 
keiner  richtigen  Klarheit  gekommen,  wenn  er  auch  über 
den  subjektiven  Charakter  des  Theorems  nicht  den  ge- 
ringsten Zweifel  hat.  Erst  H.  Bruns  in  seiner  Kollektiv- 
maßlehre (1906)  und  auf  ihn  bezugnehmend  Czuber  in  der 
2.  Auflage  der  „WRechnung"  (1908)  spricht  es  klar  und 
deutlich  aus: 

1.  Daß  mit  logischen  Deduktionen  aus  einer  rein  arith- 
metischen Grundlage  über  wirklich  ausgeführte  Versuchs- 
reihen nichts  gefolgert  werden  kann.  (Klare  Erfassung 
des  subjektiven  Charakters.) 

2.  Daß  die  unter  gewissen  Bedingungen  bestehende  fak- 
tische Übereinstimmung  von  Versuchsreihen  mit  dem 
mathematischen  Kalkül  auch  nicht  aus  dem  Begriff  des 
Zufalls  hergeleitet  werden  könne. 

3* 


—    36    — 

3.  Daß  „die  Begründung  des  Satzes  (insofern  er  über 
wirkliche  Geschehnisse  etwas  aussagen  soll)  infolge- 
dessen auf  die  Aussagen  der  Erfahrung  zu  stützen  ist  und 
als  eine  durch  Induktion  gewonnene  Verallgemeinerung 
beobachteter  Tatsachen  anzusehen  ist."  (Bruns,  Kollek- 
tivmaßlehre pag.  13—14;  Czuber,  WR.,  pag.  137.) 

Die  merkwürdige  Tatsache,  daß  die  objektiv  begründe- 
ten, gleichmöglichen  Fälle  im  Laufe  der  Versuche  gleich 
oft  eintreffen,  ist  also  ein  Naturgesetz,  das  Bruns  den  Satz 
von  der  Ausgleichung  des  Zufalls  nennt.  Woraus  aber  na- 
türlich noch  keineswegs  folgt,  daß  die  Ereignisse  auch  in 
der  sonstigen  Art  ihres  Eintreffens  die  Gesetze  der  Kom- 
binatorik und  das  Bernoullische  Theorem  befolgen. 

Früher  wurde  bei  Kollisionen  des  Theorems  mit  der 
Wirklichkeit  immer  in  der  Wirklichkeit  der  Fehler  ge- 
sucht, in  der  Weise,  daß  das  widerspenstige  Geschehnis 
kein  richtiges  Zufallsspiel  sei  oder  daß  nicht  richtig  ge- 
rechnet worden  sei.  Es  ist  dies  ein  Ausfluß  der  bis  in  die 
neueste  Zeit  allgemein,  mit  wenigen  Ausnahmen  (D'Alam- 
bert,  K.  Marbe,  teilweise  auch  Goldschmidt),  herrschen- 
den Ansicht,  daß  die  „absoluten"  Zufallsspiele  mit  den 
Wahrscheinlichkeitskalkulen  —  die  „objektive"  Richtung 
(im  historischen  Sinne)  verlangt  nur  den  Zusatz:  objektiv 
fundierten  —  übereinstimmen  müsse.  Allein  es  steht  in 
der  Wahrscheinlichkeitslehre  nirgends  geschrieben  und 
aus  der  „inneren  Bedeutung"  geht  es,  wie  Bruns  bemerkt, 
ohne  Widerspruch  auch  nicht  hervor,  daß  die  wirklichen, 
echten  Zufallsspiele,  die  doch  objektive  Geschehnisse  sind, 
mit  den  WKalkulen  übereinzustimmen  brauchen.  Tun's 
auch  nicht,  oder  nur  in  angenäherter  Weise.  Aber  so 
stark  war  und  ist  großenteils  heute  noch  der  Druck  der 
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vereinigten  oder  besser  nicht  auseinander  gehaltenen  sub- 
jektiven und  objektiven  Argumente. 

Lexis  drückt  sich  im  allgemeinen,  wenigstens  in  bezug 
auf  die  Massenerscheinungen,  klar  aus,  wenn  auch,  nach 
den  übereinstimmenden  Äußerungen  der  WTheoretiker, 
sein  Hauptverdienst  die  Einführung  der  beiden  Bezeich- 
nungen :  über-  und  unternormale  Dispersion  ist. 

Dispersion  nennt  man  die  relative  Häufigkeit,  größerer 
und  kleinerer  Abweichungen  vom  Qesamtmittel  bei  einer 
größeren  Versuchsanzahl;  normal  nun  ist  diejenige  Dis- 
persion, welche  das  Theorem  von  B.  angibt,  übernormal, 
wenn  eine  große  Abweichung  vom  Qesamtdurchschnitt 
viel  wahrscheinlicher  ist  als  bei  der  normalen;  unternor- 
mal aber,  wenn  die  großen  Abweichungen  mit  geringerer, 
die  kleinen  aber  mit  größerer  Wkeit  zu  erwarten  sind  als 
bei  jener.  Vorzuwerfen  ist  ihm  indes,  daß  er  den  Begriff 
der  „physischen  Möglichkeit",  diesen  Kompromißkandida- 
ten der  beiden  gegnerischen  Anschauungsweisen,  nicht 
näher  definiert,  ferner  die  Formulierung  (aber  nur  die  For- 
mulierung!) der  Ansicht,  die  auch  in  Lehrbücher  überging, 
daß  die  Anwendung  der  WRechnung  auf  die  Massen- 
erscheinungen insofern  gerechtfertigt  sei,  als  „die  unbe- 
rechenbare Mannigfaltigkeit  der  Umstände,  welche  das 
Ereignis  hervorrufen  oder  verhindern,  eine  genügende 
Analogie  des  absoluten  Zufallsspieles  mit  E  günstigen, 
gegen  Z  —  E  ungünstigen  Chancen  darbiete".  Er  scheint 
danach  das  absolute  Zufallsspiel  gewissermaßen  für  eine 
Art  unphysischen  Geschehnisses  zu  halten,  was  dem  Be- 
griff der  „physischen  Möglichkeit"  an  die  Seite  zu  stellen 
sein  wird.  Im  übrigen  bedeutet  diese  Ansicht  jedenfalls 
einen  wichtigen  Erkenntnisfortschritt. 
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Ein  weiteres  Gebiet  der  WLehre,  auf  dem  sich  der  Wi- 
derstreit der  beiden  Anschauungsweisen  unangenehm 
und  verwirrend  fühlbar  machte,  ist  die  Stellung  der 
Wahrscheinlichkeit  zur  Gewißheit  und  zur  Unmöglichkeit. 
Auch  heute  ist  diese  Schwierigkeit  noch  nicht  ganz  über- 
wunden, wie  die  Ausführungen  Laemmels  beweisen.  Da 
das  diesfallsige  Problem  bzw.  der  Widerstreit  bei  Cournot 
besonders  deutlich  hervortritt,  seien  seine  Ausführungen 
hier  wiedergegeben.  Er  schreibt:  „Dem  Ausdrucke  Wahr- 
scheinlichkeit, in  seiner  subjektiven  Bedeutung  genom- 
men, entspricht  der  Ausdruck  Gewißheit,  und  man  sagt 
oft,  daß,  indem  die  Wahrscheinlichkeiten  durch  Brüche 
ausgedrückt  werden,  die  Einheit  das  Maß  der  Gewißheit 
sei.  Wenn  alle  möglichen  zufälligen  Kombinationen  einem 
Ereignisse  günstig  sind,  so  findet  dasselbe  gewiß  statt .  .  . 
Aber  auf  der  anderen  Seite  sieht  man  auch  leicht  ein,  daß 
zwischen  der  Wahrscheinlichkeit  und  der  absoluten  Ge- 
wißheit nicht  bloß  ein  Größen-,  sondern  ein  Wesen- 
unterschied stattfindet  .  .  .,  denn  in  der  ganzen  Lehre  der 
mathematischen  Wkeiten  oder  Möglichkeiten  ist  nicht  das 
im  absoluten  Sinne  gewisse  Ereignis,  sondern  das  physisch 
gewisse  Ereignis,  dessen  W.  von  der  Einheit  nur  um  eine 
unendlich  kleine  Größe  verschieden  ist  .  .  .  das  Ver- 
gleichungsglied." Und  unter  der  physischen  Unmöglich- 
keit versteht  Cournot,  einen  Kegel  auf  seiner  Spitze  ins 
Gleichgewicht  zu  bringen,  eine  Kugel  so  zu  stoßen,  daß  die 
Stoßrichtung  durch  den  Kugelmittelpunkt  geht  und  dgl. 
Dinge  mehr. 

Eine  ähnliche,  wenn  auch  nicht  so  scharf  definierte  Ein- 
teilung der  Möglichkeiten,  bzw.  Unmöglichkeiten,  gibt 
auch  D'Alambert.    Metaphysisch  unmöglich  ist  bei  ihm, 
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wie  bei  Cournot,  ein  Ding,  das  absurd  ist,  physisch  unmög- 
lich aber  ein  solches,  das  eine  außerordentlich  geringe 
Wkeit  besitzt:  wie  mit  2  Würfeln  lOOmal  den  6-Pasch  zu 
werfen.  Was  nun  die  Cournot'schc  Einteilung  betrifft,  so 
finde  ich  dieselbe  gekünstelt,  um  der  Klemme  bezüglich 
der  Stellung  der  Wkeit  zur  Gewißheit  zu  entgehen.  Ich 
sehe  nicht  ein,  warum  der  Spezialfall,  daß  für  ein  Ereignis 
unter  unendlich  vielen  Fällen  nur  ein  günstiger  vorhanden 
ist,  wie  Cournot  die  physische  Unmöglichkeit  definiert, 
der  Grund  einer  Klassifikation  sein  soll.  Auch  dürfte  die 
Cournotsche  Definition  der  physischen  Unmöglichkeiten 
mit  dem  gewöhnlichen  Sprachgebrauch  nicht  im  Einklang 
stehen,  und  was  die  Definition  D'Alambert  anlangt,  so 
müßte  erst  eine  physikalische  Untersuchung  dies  zugeben 
oder  verwerfen  können,  wie  es  K.  Marbe  versucht  hat. 
Ich  gebe  daher  der  Einteilung  der  Unmöglichkeiten,  die 
der  spanische  Philosoph  J.  Balmes,  der  gleichfalls  zur 
Blütezeit  der  WTheorie  gelebt  hat,  geliefert  hat,  den  Vor- 
zug. Auch  er  nennt,  wie  die  andern,  metaphysisch  unmög- 
lich ein  Ding,  das  absurd  ist;  physich  unmöglich  aber, 
was  den  Naturgesetzen  widerspricht  (Auferweckung  eines 
Toten) ;  den  Fall  nun,  daß  eine  regellos  herausgeschüttete 
Menge  von  Buchstaben  die  Episode  der  Dido  darstellen, 
nennt  er  unmöglich  im  Sinne  des  gesunden  Menschenver- 
standes. Es  dürfte  damit  nicht  nur  eine  besser  fundierte, 
sondern  auch  eine  mit  dem  gewöhnlichen  Sprachgebrauch 
im  Einklang  stehende  Einteilung  gegeben  haben.  Höch- 
stens kann  man,  wenn  man  am  Klassifizieren  Lust  hat, 
den  Cournotschen  Spezialfall  von  der  D'AIambertschen 
phys.  Unmöglichkeit  trennen  und  vielleicht  dann  die  er- 
stere  die  Unmöglichkeit  im  Sinne  des  gesunden  Menschen- 
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Verstandes  und  die  letztere  die  moralische  nennen.  Die 
Cournotsche  Definition  der  phys.  Unmöglichkeit  hat  übri- 
gens noch  den  Fehler,  daß  ihr  Begriff  bei  einer  begrenzten 
Anzahl  von  Fällen,  was  doch  häufig  vorkommt,  versagt 
und  so  zur  Lösung  der  Gewißheitsfrage,  wie  sie  Cournot 
damit  versucht  hat  (siehe  Zitat  oben),  völlig  ungeeignet 
ist. 

Es  sei  noch  die  Ansicht  Laplaces  wiedergegeben,  weil 
sie  auch  Czuber  anführt  (in  seiner  Entwicklung  der 
WTheorie,  S.  11,  und  in  seinem  Werke  1903:  WRechnung, 
wo  er  auf  den  darinliegenden  Widerspruch  hingewiesen 
hat) :  „Wenn  alle  Fälle  für  eine  Begebenheit  günstig  sind, 
so  verwandelt  sich  ihre  Wahrscheinlichkeit  in  Gewißheit 
und  ihr  Ausdruck  wird  der  Einheit  gleich.  Unter  dieser 
Ansicht  sind  Gewißheit  und  Wahrscheinlichkeit  vergleich- 
bar, obgleich  auch  ein  wesentlicher  Unterschied  zwischen 
den  beiden  Zuständen  des  Geistes  stattfindet,  da  ihm  eine 
Wahrheit  streng  bewiesen  ist,  oder  er  noch  eine  kleine 
Quelle  von  Irrtum  erblickt."  Ein  Meisterstück  von  der 
typischen  Gattung  von  Unklarheit,  wie  man  sie  in  der 
WLehre  sehr  häufig  antrifft,  und  die  den  Eindruck  von 
Klarheit  und  Präzision  erweckt,  in  Wirklichkeit  aber  un- 
verständlich ist.  Wenn  sie  dennoch  oft  als  Klarheit  ge- 
priesen wird,  so  ist  das  wohl  nur  dadurch  erklärbar,  daß 
die  in  der  Materie  selbst  steckende  Schwierigkeit  nicht 
richtig  herausgefühlt  worden  ist.  Was  soll  das  heißen, 
Gewißheit  und  Wahrscheinlichkeit  sind  unter  dieser  An- 
sicht vergleichbar,  wenn  doch,  wie  Laplace  fort- 
fährt, ein  „wesentlicher  Unterschied  zwischen  den 
beiden  Zuständen  des  Geistes  besteht?"  Ich  vermisse  eine 
Erläuterung  des  Wortes:  Vergleichbar.     Entweder  sind 
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die  Gewißheit  (wohl  zu  unterscheiden  von  der  physischen 
Gewißheit  Cournots,  wo  bekanntlich  ein  Fall  unter  unend- 
lich vielen  nicht  günstig  ist)  und  die  Wahrscheinlichkeit 
etwas  Grundverschiedenes,  wie  eben  gewiß  und  ungewiß, 
so  wie  man  sich  beide  ohne  Rücksicht  auf  Beispiele  denkt, 
dann  sind  sie  miteinander  nicht  vergleichbar;  oder  es  fällt 
der  Gewißheitsfall  noch,  sagen  wir,  ins  Gebiet  der  Wahr- 
scheinlichkeit, und  ist  mit  ihr,  etwa  unter  der  Ansicht  des 
angezogenen  Beispiels,  vergleichbar,  dann  steht  die 
Wahrscheinlichkeit  in  einem  sehr  deutlichen  und  zahlen- 
mäßig feststellbarem  Verhältnis  zur  Gewißheit,  und  es 
fällt  der  fundamentale  logische  Unterschied  weg.  Der- 
selbe ist  dann  nur  mehr  ein  gradueller.  Das  Dilemma, 
unter  dem  wir  Laplace  hier  leiden  sehen,  hat  sich  auch 
auf  getrennte  Forscher  gespalten.  Der  Umstand,  daß  die 
Wahrscheinlichkeit  unter  Umständen  zur  Gewißheit  wird, 
wenn  man  beispielsweise  die  sechs  Kugeln  einer  Urne,  aus 
der  man  ziehen  soll,  sukzessiv  weiß  werden  läßt,  war  die 
Veranlassung,  die  Wahrscheinlichkeit  als  Grade  der  Ge- 
wißheit zu  definieren,  was  man  nach  der  Vergleichbar- 
keitsansicht  Laplaces  auch  zu  tun  berechtigt  ist  (J.  F. 
Fries,  S.  13  u.  15),  während  andere  —  wir  erkennen  darin 
die  subjektive  Anschauungsweise  —  wiederholt  betonten, 
daß  zwischen  Wahrscheinlichkeit  und  Gewißheit  ein  We- 
sensunterschied besteht.  Die  Ursache  dieses  Dilemmas 
ist,  wie  man  bei  Laplace  deutlich  beobachten  kann,  die  ob- 
jektive Fundamentierung  des  Wahrscheinlichkeitsbe- 
griffes. Denn,  sobald  ich  die  Wahrscheinlichkeit  auf  einer 
streng  objektiven  Grundlage  aufbaue,  wie  es  z.  B.  der  Fall 
ist,  wenn  ich  den  Inhalt  der  Urne  genau  kenne,  so  habe 
ich,  wenn  sie  lauter  weiße  Kugeln  enthält,  die  Gewißheit, 
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wenn  ich  ziehe,  eine  weiße  zu  treffen.  Denn  ich  sehe  nicht 
ein,  was  es  für  eine  höhere  Gewißheit  gibt,  als  die,  daß  ich 
eine  weiße  Kugel  treffe,  wenn  ich  aus  einer  Urne  mit 
lauter  weißen  ziehe.  Ich  kann  mir  nichts  gewisseres  vor- 
stellen. Denn  der  Fall,  daß  mich  etwa  vor  der  Ziehung 
der  Tod  ereilt  oder,  wie  sich  Qoldschmidt  einmal  aus- 
drückt, zauberhaft  eine  schwarze  Kugel  hinein  eskamo- 
tiert  wird,  gehört,  wie  oben  bemerkt,  begrifflich  nicht  in 
die  Darstellung  hinein.  (Sonst  müßte  es  in  den  WAnsatz 
schon  mit  aufgenommen  worden  sein.) 

Man  ist  aso  leicht  versucht,  wenn  man  sieht,  wie  die 
Wahrscheinlichkeit  eines  Ereignisses  immer  mehr,  und 
zwar  objektiv  begründet,  zunimmt  und  schließlich  auf 
demselben  modus  procedendi  die  Gewißheit  entsteht,  die 
Wahrscheinlichkeit  als  Grade  der  Gewißheit  zu  definieren, 
was  eben  von  anderer  Seite  mit  dem  Hinweis  auf  den  We- 
sensunterschied bekämpft  wird.  Bei  Laplace  ist  übrigens 
der  volle  Druck  des  Dilemmas  nicht  fühlbar,  weil  bei  ihm 
die  gegnerischen  Anschauungsweisen  noch  nicht  so  klar 
hervortreten  und  auch  die  gleichmöglichen  Fälle 
nicht  in  der  gehörigen  Prägnanz  definiert  sind,  sondern 
nur  im  Beispiele  eine  objektive  Fundamentierung  besitzen, 
während  ihre  Definition  sowohl  subjektiv  wie  objektiv  auf- 
gefaßt werden  kann.  Derselbe  tritt  erst  dann  auf,  wenn 
man  die  gleichmöglichen  Fälle  im  objektiven  Sinne  defi- 
niert, unter  gleichzeitiger  Festhaltung  des  Gedankens  von 
der  Subjektivität  des  WUrteiles.  Denn  bei  Definierung 
der  gleichmöglichen  Fälle  im  objektiven  Sinne  haben  wir 
nicht  nur  zweifelsohne  die  Gewißheit,  wenn  alle  Fälle 
günstig  sind,  sondern  die  Gewißheit  steckt  dem  WAnsatze 
auch  dann,  wenn  nur  einige  Fälle  dem  Ereignisse  günstig 
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sind,  unter  dem  Begriffe  der  objektiven  Giftigkeit  im 
Leibe,  während  man  andererseits  doch  wieder  zugeben 
muß,  daß  zwischen  Wahrscheinlichkeit  und  Gewißheit  ein 
Wesensunterschied  besteht.  Dadurch,  daß  die  Definition 
der  Wahrscheinlichkeit  sich  auf  den  gleichmöglichen  Fäl- 
len gründet,  kommt  bei  der  objektiven  Fassung  der  letzte- 
ren die  Gewißheit  eben  auch  in  die  Definition,  wo  sie  nicht 
hineingehört,  da  Wahrscheinlchkeit  und  Gewißheit  we- 
sensverschieden sind. 

Dieses  Problem  oder  der  Mangel  „einer  befriedigenden 
Vermittlung  zwischen  Wahrscheinlichkeit  und  Notwendig- 
keit" veranlaßte  A.  Fick  zu  einer  neuen  Theorie  der  Wahr- 
scheinlichkeiten (Philosophischer  Versuch  über  die  Wahr- 
scheinlichkeiten. Würzburg  1883).  Er  meint,  daß  es  kein 
Mittleres  zwischen  Wahrem  und  Falschem  geben  könne, 
„was  eben  die  Wahrscheinlichkeit  doch  sein  soll".  Er 
glaubt  eine  Lösung  dadurch  gefunden  zu  haben,  daß  er  die 
Wahrscheinlichkeits-Sätze  als  hypothetische  Sätze  auf- 
faßt, wobei  er  die  Gewißheit  in  der  eine  Notwendigkeit 
ausdrückenden  hypothetischen  Verknüpfung  unterbringt. 
„Wenn  eine  Münze  aufgeworfen  wird  und  die  Schriftseite 
bildet  beim  Aufschlagen  einen  2$.  von  1  °  mit  der  Tisch- 
ebene, so  wird  sie  schließlich  die  Wappenseite  zeigen". 
Hier  ist  also  Notwendigkeit.  Daß  Fick  durch  die  objektiv 
fundierten  WAnsätze  zu  dieser  Ansicht  gebracht 
wurde,  geht  daraus  hervor,  daß  nach  ihm  das  WUrteil 
mit  einer  Unkenntnis  nichts  zu  tun  hat  und  einen  objek- 
tiven Sachverhalt  ausdrücke.  Schließlich  aber  konnte  er 
sich  der  Einsicht  in  die  Subjektivität  der  Wahrscheinlich- 
keit doch  auch  nicht  entziehen  und  er  versetzte  die  Sub- 
jektivität, als  Kantianer,  in  den  apriorischen,  von  der  Er- 
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fahrung  unabhängigen  Drang  zur  Bildung  von  hypotheti- 
schen Urteilen.  „Die  Natur  des  Intellekts",  sagt  er, 
„zwingt  uns,  solche  Regeln  um  jeden  Preis  aufzusuchen." 
Dies  können  wir  nach  Ficks  Lehre  (sinngemäßer :  müssen) 
ganz  willkürlich  tun.  Keine  solche  Regelbildung,  d.  i.  keine 
Verknüpfung  von  Teilvorstellungen  hat  von  vornherein 
einen  Vorzug.  „Was  in  einer  wirklichen  Wahrnehmung 
verknüpft  ist.  muß  eben  nach  einer  allgemeinen  Regel  ver- 
knüpft sein".  (S.  7.)  Und  wir  erhalten,  wenn  wir  genü- 
gend solche  Regeln  in  bezug  auf  einen  Gegenstand  bilden, 
solche,  wo  der  Nachsatz  bei  der  im  Vordersatz  gestellten 
Bedingung  notwendig  eintritt,  und  solche,  wo  er  ausbleibt. 
Der  Vollständigkeit  halber  sei  noch  die  daraus  gefolgerte 
Definition  der  Wkeit  angegeben:  „Das  Verhältnis  der 
einen  Zahl  (der  Regeln  mit  positivem  Nachsatz)  zur  Sum- 
me beider"  (der  Regeln  mit  pos.  und  negativem  Nach- 
satz), also  der  beiden  Klassen  von  Einzelbedingungen  im 
Bereich  der  allgemeinen  Bedingung,  „ist  das  Maß  der 
Wkeit  der  unvollständig  ausgedrückten  Regel".  „Unvoll- 
ständig ausgedrückt"  (S.  15),  weil  man  die  Einzelbeding- 
ungen im  Wortlaut  nicht  erwähnt.  Also  der  hypoth.  Satz: 
wenn  ich  eine  Münze  aufwerfe,  so  zeigt  sie  K  oben,  hat 
die  Eigenschaft,  daß  unter  genau  der  Hälfte  der  Einzelbe- 
dingungen der  im  Nachsatz  ausgedrückte  Erfolg  eintritt, 
und  in  der  anderen  Hälfte  der  im  Bereich  der  allgemeinen 
Bedingungen  eingeschlossenen    Einzelbedingungen    nicht 

eintritt.  Diese  Eigenschaft  nennt  man  Wkeit  -=.  Fick  be- 
merkt im  Gedankengange  seiner  Lehre:  „Die  Sätze  der 
WLehre  sind  vielleicht  die  unbezweifelbarsten  Beispiele 
von  synthetischen  Sätzen  apriori.  Sie  sind  dies  in  der  Tat 


—     45     — 

so  sehr,  daß  es  gar  keinen  Sinn  hat,  eine  Bestätigung  der- 
selben durch  Erfahrung  zu  suchen.  Der  einfache  Satz, 
„wenn  ich  aus  einem  Gefäße,  das  eine  schwarze  und  eine 
weiße  Kugel  enthält,  ziehe,  so  ist  die  Wkeit,  daß  eine 

weiße  Kugel  gezogen  wird,  gleich  -",  sagt  nicht  etwa 

aus,  beim  wirklichen  Ziehen  muß  in  der  Hälfte  der  Fälle 
weiß  erscheinen,  sondern  . . .  gar  nichts  ...  als:  Die  allge- 
meine Bedingung  ,wenn  ich  aus  diesem  Gefäße  ziehe' 
zerfällt  in  zwei  gleiche  Sphären,  deren  eine  das  Erschei- 
nen von  Schwarz  zur  Folge  hat".  (S.  46.) 

Darin  steckt  also  der  Gedanke  von  der  Subjektivität 
des  Wkeitsurteils. 

Wie  wir  aus  den  vorangegangenen  Erörterungen  er- 
sahen, war  auch  hier  wiederum  der  alte  Widerstreit  der 
subjektiven  und  objektiven  Argumente  der  Anlaß  zur  Ver- 
wirrung. 

Gegen  die  Auffassung,  daß  die  Wkeit  die  Mitte  zwischen 
Wahrem  und  Falschem  bilde,  hat  man,  anmerkungsweise 
erwähnt,  ins  Feld  geführt,  daß  sich  ein  Wahrscheinlich- 
keitsurteil ebensogut  auf  die  Wahrheit  wie  auf  die  Falsch- 
heit eines  Urteils  beziehen  kann.  Diese  Rede  dünkt  mich 
weniger  gut.  Es  kann  ja  auch  ein  wahres  bzw.  falsches 
Urteil  auf  die  Wahrheit  oder  Falschheit  eines  anderen  be- 
zogen werden.  Es  dürfte  daher  aus  der  angezogenen 
Tatsache  ein  Beweis  für  die  gesonderte  Stellung  des 
Wkeitsurteils  nicht  gefolgert  werden  können. 

Nun  folgen  noch  einige  Einzelprobleme.  Unter  diese 
gehört  das  bekannte  D'Alambertsche  Beispiel:  die  Wkeit 
zu  finden,  bei  zwei  Würfen  mit  einer  Münze  wenigstens 
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ein  einzigesmal  Kopf  zu  werfen.  D'Alambert  unter- 
scheidet hierbei  drei  Fälle:  WW;  WK;  K  —  da,  nach- 
dem einmal  K  gefallen  ist,  der  Zweck  erreicht  wurde  und 

2 
nicht  weiter  gespielt  wird;  die  Wkeit  ist  also  =  — .     Die 

ö 

Schule  dagegen  sagt:   WW;  WK;  KK;  KW  sind  die  vier 

3 

Fälle;  Wkeit  für  K  =  ~A-    D'Alambert  ist  in  seinen  Ein- 
4 

wänden  gegen  die  WLehre  nicht  konsequent:  bald 
macht  er  dieselben  vom  subjektiven,  bald  vom  objektiven 
Standpunkte  aus.  Hier  stand  er  auf  dem  subjektiven.  Da 
man  im  Beispiel  nur  dann  ein  zweites  Mal  spielt,  wenn  zu- 
erst Wappen  fällt,  sonst  aber  sofort,  nach  dem  ersten  Male, 
aufhört,  so  schien  es  ihm  überflüssig,  sich  um  diejenigen 
Fälle,  die  die  Kombinatorik  auf  dem  Papiere  als  nachfol- 
gend angibt,  noch  weiter  zu  kümmern.  Ihn  leitete  offen- 
bar der  Gedanke,  daß  dem  subjektiven  Charakter  des 
WUrteiles  die  Berücksichtigung  der  Würfe,  die  auf  dem 
ersten,  nach  welchem  man  nicht  mehr  weiterspielt  und  die 
einen  daher  nichts  mehr  angehen,  folgen  können,  wider- 
spreche; eine  solche  Rücksichtnahme  hätte  doch  nur  dann 
einen  Sinn,  wenn  die  WLehre  eine  mathematische  Physik 
der  Zufallspiele  wäre.  Einer  solchen  Auffassung  wieder- 
um aber  stehe  entgegen ,  daß  das  WUrteil  nur  der 
Ausdruck  unseres  stets  veränderlichen  Wissensstan- 
des sei. 

Man  sieht  so  leicht,  daß  auch  an  diesem  „Problem"  der 
Widerstreit  der  „subjektiven"  und  „objektiven"  Argu- 
mente die  Schuld  trägt.  Daß  dem  D'Alambertschen  An- 
sätze durch  die  Statistik  unrecht  gegeben  wird,  hat  zur 
Klärung  jedenfalls   nicht   beigetragen.    Hier  und  da  hat 
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aber,  wie  vorhin  erwähnt,  D'Alambert  seine  Einwände 
vom  Gesichtspunkt  der  „Objektiven"  aus  gemacht.  Er  ist 
sich  offenbar  über  eine  einheitliche  Stellung  zur  WLehre 
nicht  klar  geworden.  Einer  seiner  bekanntesten  diesbe- 
züglichen Einwände  ist  die  Behauptung,  hundertmal  nach- 
einander mit  2  Würfeln  den  Pasch  6,6  zu  werfen,  sei  phy- 
sisch unmöglich,  weil  es  nie  vorgekommen  sei  und  nie 
vorkommen  werde.  Dieses  Ereignis  ist  also  nicht,  wie 
die  WLehre  sagt,  sehr  unwahrscheinlich,  sondern  unmög- 
lich. D'Alambert  blieb  bei  der  bloßen  Behauptung  stehen 
und  erst  K.  Marbe  versuchte  den  Beweis  (Naturphilo- 
sophische Untersuchungen  zur  WLehre.  1899).  Leider  ist 
die  Beweisführung  nicht  ganz  einwandfrei.  Marbe  wendet 
bei  der  Zählung  der  reinen  Gruppen  oder  Sequenzen  das 
von  ihm  so  bezeichnete  „Prinzip  von  der  Willkürlichkeit 
der  Gruppeneinteilungen"  an,  wodurch  die  Anzahl  der 
Gruppen  künstlich  erhöht  und  das  Bild  ihres  gegenseiti- 
gen Verhältnisses  vergrößert  wird.  Dieses  Versehen 
dürfte,  dem  Namen  nach  zu  schließen,  wohl  auch,  wenig- 
stens zu  einem  Teile,  darauf  zurückzuführen  sein,  daß  die 
Scheidung  zwischen  dem  subjektiven  Charakter  einer  W- 
Lehre  und  dem  objektiven  der  Zufallspiele  noch  nicht  mit 
der  nötigen  Strenge  durchgeführt  worden  war.  Es  besteht 
dann  leicht  die  Gefahr  der  Verwechslung  der  auf  den  bei- 
den Gebieten  anwendbaren  Methoden.  —  Man  ist  mit  dem 
empirisch  begründeten  Einwand  D'Alamberts  so  lange  im 
Recht,  als  man  damit  nur  beweisen  will,  daß  der  inkrimi- 
nierte WAnsatz  keine  objektive  Gültigkeit  besitzt;  zur  Be- 
hauptung, daß  im  Aufbau  der  WLehre  eine  Unrichtigkeit 
vorhanden  sei,  würde  er  noch  nicht  berechtigen.  Dies  ist 
indes  weder  von  D'Alambert  noch  von  andern  geschehen. 
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Ein  anderer  Einwurf  desselben  Autors  geht  gegen  die 
Einflußlosigkeit  der  Zeit.  Er  betrifft  die  Frage,  ob  es  für 
die  Wkeit  eines  bezeichneten  Erfolges  gleichgültig  ist, 
wenn  man  seine  Verwirklichung  das  eine  Mal  durch  das 
Werfen  von  r- Würfeln,  Münzen  u.  dgl.,  das  andere  Mal 
durch  das  r-malige  Werfen  eines  Würfels,  einer  Münze 
u.  dgl.  herbeizuführen  sucht.  D'Alambert  verneinte  im  Ge- 
gensätze zu  den  andern  WTheortikern  diese  Frage. 

Er  hält  es  für  „physisch"  leichter  möglich,  eine  Münz- 
seite eine  bestimmte  Anzahl  Male  beim  gleichzeitigen 
Werfen  von  r-Münzen  zu  treffen,  als  daß  dieselbe  Seite 
sich  in  der  nämlichen  Anzahl  wiederholt,  wenn  eine  Münze 
r-mal  geworfen  wird. 

Der  D'Alambertsche  Einwand  war  jedenfalls  berechtigt, 
nur  hätte  er  dafür  den  experimentellen  Beweis  erbringen 
sollen.  Wir  haben  das  Recht  zu  zweifeln,  ob  der  WAn- 
satz  mit  den  Tatsachen  übereinstimmt,  und  zwar  sowohl, 
wenn  man  von  der  Subjektivität  der  WAnsätze  überzeugt 
ist,  als  auch  wenn  man  demselben  objektive  Gültigkeit 
verleihen  will.  Auf  Grund  „apriorischer"  Überlegungen 
von  denen  es  in  theoretischer  Hinsicht  natürlich  gleich- 
gültig ist,  ob  sie  richtig  oder  falsch  waren,  glaubte  ich 
eine  größere  Häufigkeit  einer  gewissen  Größe  der  reinen 
Gruppen  (z.  B.  viermal  K  hintereinander,  bzw.  gleichzeitig 
zu  werfen,  ist  eine  „reine"  Gruppe),  nämlich  derjenigen, 
welche  ungefähr  um  den  halben  Wert  der  Anzahl  r  der 
Münzen,  also  um  den  Wert  r,  liegen,  anehmen  zu  müssen, 
als  wenn  ich  jedesmal  nur  1  Münze  wrerfe.  Ich  machte 
auch  3  Versuchsreihen,  eine  bestehend  aus  1000  Würfen 
mit  einer  Münze,  die  anderen  von  155  Würfen  mit  je  8  und 
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von  200  Würfen  mit  je  12  Münzen  auf  einmal,  welche 
meine  Vermutungen  annähernd  bestätigten.*)  Hier  be- 
fände sich  also  der  subjektive  (die  Subjektivität  des  W- 
Ansatzes  ist  auch  dann  noch  vorhanden,  wenn  sich  die 
„objektive"  Begründung  nur  auf  die  Zahl  der  gleichmög- 
lichen Fälle  erstreckt)  WAnsatz  mit  den  Ergebnissen  der 
Erfahrung  nicht  in  Übereinstimmung,  und  ich  würde  dem- 
nach der  D'Alambertschen  Behauptung  innerhalb  gewisser 
Grenzen,  nämlich  nur  für  eine  gewisse,  von  der  Anzahl 
der  Münzen  abhängige  Größe  der  reinen  Gruppen,  recht 
geben.  Verkehrt  wäre  es  und  nur  auf  einem  Nicht-Aus- 
einanderhalten  der  einzelnen  Gedanken  (vom  subjek- 
tiven Charakter  des  WUrteiles  und  vom  objektiven  des 
Experimentes)  beruhen,  wenn  man  den  Einwand  D'Alam- 
berts  mit  dem  Argument  bekämpfen  wollte,  daß  in  der 
WBestimmung  die  Zeit  nichts  zu  tun  habe;  und  unver- 
nünftig, wenn  man,  nachdem  die  Tatsachen  für  die  Ver- 
schiedenheit der  beiden  Fälle  gesprochen  haben,  trotzdem 
noch  den  WAnsatz  für  eine  reine  Gruppe  bei  einmaligem 
Werfen  von  r-Münzen  auf  Grund  der  völligen  Irrelevanz 
der  Zeit  bilden  würde. 

Dies  waren  Einwände  mehr  spezielleren  Charakters, 
und  es  wären  wohl  noch  einige  Streitpunkte  vorhanden. 
So  wurde  beispielsweise  die  bekannte  Diskussion  über  die 
aposteriorische  Wkeit  nicht  erwähnt,  da  ihre  Behandlung 
an  anderer  Stelle  notwendiger  ist.  Die  fehlenden  Streit- 
punkte kommen  entweder  später  zur  Sprache  oder  ihre 


*)  Es  ist  nicht  der  Wert  — ,  sondern  der  benachbarte.    Die 

Versuchsreihen  werden  im  letzten  Kapitel  ausführlich  wieder- 
gegeben und  besprochen. 
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Besprechung  wird  durch  die  weiteren  Ausführungen  ge- 
genstandslos. Es  handelte  sich  in  diesem  Kapitel  nicht 
um  eine  erschöpfende  Systematik  der  Einwände,  sondern 
nur,  herauszuschälen,  was  für  Gedanken  und  Ideen  den 
Problemen  zugrunde  liegen,  oder  richtiger,  sie  hervor- 
riefen. Aufgabe  der  nächsten  Kapitel  wird  es  sein,  ihren 
Einfluß  bei  ihren  beiderseitigen  hervorragendsten  Gegnern 
klarzulegen,  und  sie  dann,  stellenweise  in  Verbindung  mit 
ihren  Vertretern  und  dem  von  ihnen  beigebrachten  Rüst- 
zeug, einer  eingehenden  Prüfung  zu  unterziehen. 


2.  Kapitel. 

Stumpf,  von  Kries,  Goldschmidt. 
Übersicht. 

K.  Stumpf.  —  Definition  der  gleichmöglichen  Fälle.  —  Be- 
gründung des  WUrteiles  auf  dem  disjunktiven.  —  Sigwart.  — 
Ordnung  der  Einwände;  der  gesunde  Menschenverstand.  — 
Unhaltbarkeit  der  Disjunktionstheorie.  —  Welche  Gedanken 
als  richtig  festzuhalten  sind-  —  v.  Kries.  —  Die  Spielräume: 
Indifferenz,  Vergleichbarkeit,  Ursprünglichkeit.  —  Kritik.  — 
Welche  Gedanken  als  richtig  festzuhalten  sind.  —  Goldschmidt. 
—  Seine  Kritik  der  bisherigen  WTheorie.  —  Seine  Definition 
der  Wkeit;  Kritik.  —  Seine  Auffassung  des  Bernoullischen 
Theorems;  Kritik.  —  Die  fortschrittlichen  Ansichten  Gold- 
schmidts. 

Stumpf,  von  Kries,  Goldschmidt. 

Eigentlich,  nach  der  Zeitfolge,  sollten  die  Ansichten 
v.  Kries'  vor  denen  Stumpfs  besprochen  werden;  allein 
der  Ideenentwicklung  nach  ist,  wie  mich  dünken  will, 
v.  Kries  in  einer  vorgerückteren  Stellung:  die  Stumpfsche 
Schrift  bedeutet  nur  den  häufig  zu  beobachtenden  Rück- 
schlag, der  auf  eine  energisch  betonte  neue  Meinung  hin 
stattfindet.  Außerdem  ist  die  Stumpfsche  Schrift  (Über 
den  Begriff  der  math.  Wahrscheinlichkeit,  München  1892) 
klarer  und  bereitet  der  Behandlung  weniger  Schwierig- 
keiten, ist  daher  geeigneter,  an  erster  Stelle  besprochen 
zu  werden. 

4* 
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Obwohl,  wie  wir  im  vorausgegangenen  Kapitel  gesehen 
haben,  es  keine  reinen  Vertreter  der  subjektiven  und  ob- 
jektiven Anschauungsweisen  gibt,  so  kann  man  doch  im 
allgemeinen  von  Anhängern  der  einen  oder  der  andern 
Richtung  sprechen,  je  nachdem  eben  bei  einem  mehr  die 
subjektive  oder  objektive  Idee  Einfluß  nimmt.  Unter  den 
bisher  genannten  WTheoretikern  ist  J.  J.  Fries  der  kon- 
sequenteste Durchbilder  der  objektiven,  während  K.Stumpf 
der  konsequenteste  Durchbildner  der  subjektiven  Anschau- 
ungsweise genannt  werden  muß. 

Stumpf  kritisiert  die  Laplacesche  Definition  der  gleich- 
möglichen Fälle,  die  bislang  allgemein  die  Grundlage  für 
jede  Definition  der  Wkeit  bildete,  nämlich  die  Definition, 
„daß  gleichmöglich  jene  Fälle  sind,  bei  denen  kein  Qrund 
vorhanden  ist,  daß  wir  glauben  sollten,  der  eine  (Fall) 
werde  sich  eher  zutragen  als  der  andere",  als  ein  idem 
per  idem.  Und  anknüpfend  an  eine  andere  Stelle  Laplaces 
über  die  Gleichmöglichen-Fälle,  wo  er  jene  darunter  ver- 
steht, „über  deren  Dasein  wir  uns  in  gleicher  Ungewißheit 
befinden",  meint  Stumpf,  die  Ansicht  Laplaces  werde  auch 
„dadurch  vollkommen  ausgedrückt,  wenn  wir  sagen: 
Gleich  möglich  sind  Fälle,  in  bezug  auf  welche  wir  uns  in 
gleicher  Unwissenheit  befinden;  und  da  die  Unwissenheit 
nur  dann  ihrem  Maße  nach  gleich  gesetzt  werden  kann, 
wenn  wir  absolut  nichts  darüber  wissen,  welcher  von 
den  unterscheidbaren  Fällen  eintreten  wird,  so  können  wir 
noch  bestimmter  diese  Erklärung  dafür  einsetzen." 

Stumpf  ist  ferner  für  die  völlige  Elimination  der  Zeit 
aus  derWDefinition,  eine  Auffassung,  welche  nach  Czuber 
in  den  mathematischen  Schriften  auch  immer  geübt  wor- 
den ist,  und  zwar,  „weil  der  mathematische  WBegriff  sich 
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ohne  die  Beschränkung  auf  das  Künftige  ganz  ebenso 
scharf  definieren  läßt"  und  weil  „die  Konsequenzen,  die 
aus  einer  wissenschaftlichen  Fixierung  dieses  Merkmals 
entstehen  würden,  doch  selbst  dem  gewöhnlichen  Ge- 
brauch aufs  bestimmteste  widersprechen".  Der  Haupt- 
grund aber  ist  wohl  der,  daß  bei  einer  konsequenten 
Durchbildung  seiner  Theorie  der  völligen  Unwissenheit 
sich  eine  Rücksichtnahme  auf  die  Zeit  nicht  verbinden 
läßt.  „Weder  in  der  Fragestellung  noch  in  der  Lösung 
liegt  eine  Nötigung,  den  Fall  fiktiv  in  die  Zukunft  oder  uns 
selbst  in  die  Vergangenheit  zu  verlegen." 

Gewiß,  in  die  WDefinition  kann  man  als  konsequenter 
Anhänger  der  subjektiven  Theorie  die  Zeit  nicht  hinein- 
nehmen; ob  man  bei  einem  konkreten  WAnsatz  auf  sie 
auch  keine  Rücksicht  zu  nehmen  hat,  ist  eine  andereFrage. 
Aber  Stumpf  dürfte  selbst  wieder  in  die  „Eierschalen", 
„die  dem  Begriff  der  mathematischen  Wkeit  von  seinen 
Ursprungsbeispielen  her  noch  anhaften",  zurückfallen, 
wenn  er  die  Irrelevanz  daraus  folgert,  daß  es  für  die  W- 
Bestimmung  zugestandenermaßen  „einerlei  ist,  ob  wir 
sechsmal  nacheinander  oder  gleichzeitig  würfeln".  Es  ist 
allerdings  aus  seinen  Worten  nicht  recht  ersichtlich,  ob 
er  als  Grund  für  dieses  „Einerlei-sein"  die  Erfahrungs- 
Bestätigung,  sei  es  die  statistische  oder  die  durch  den  ges. 
Menschenverstand  vorweggenommene,  im  Auge  hat  oder 
nicht.  Aber  es  scheint  so  zu  sein,  und  dann  ist,  um  die 
beiden  Ideen  auch  hier  auseinanderzuhalten,  hierzu  zu  be- 
merken, daß  es  für  den  Ausbau  einer  subjektiven 
WTheorie,  die  nur  Regeln  für  die  Urteilsbildung  bei  man- 
gelhaftem Wissen  anzugeben  hat,  nichts  zu  sagen  hat,  was 
die  objektive  Welt  in  bezug  auf  die  Irrelevanz  der  Zeit  bei 
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den  angeführten  Beispielen  lehrt;  für  die  konkrete  WBe- 
stimmung  kann  sie  unter  Umständen  etwas  sagen,  auch 
wenn  sie  es  für  die  Definition  nicht  tut. 

In  der  konsequenten  Durchführung  des  Prinzips  von 
der  völligen  Unwissenheit  folgert  Stumpf  weiter,  daß  es 
ungerechtfertigt  ist,  nur  Ereignissen  eine  mathematische 
Wkeit  zuzuschreiben,  wir  können  dies  auch  jeder  belie- 
bigen Urteilsmaterie,  „in  bezug  auf  welche  wir  uns  in 
einem  analogen  Stande  des  Wissens  und  Nichtwissens  be- 
finden". Und  zwar  gründe  sich  dieses  WUrteil  —  eine 
Begründung,  die  Sigwart  zu  verdanken  ist  —  auf  dem  dis- 
junktivem Urteil,  wobei  die  einzelnen  Disjunktionsglieder 
die  Fälle  darstellen,  über  welche  wir  uns  in  völliger  Un- 
wissenheit befinden.  Außerdem  betont  Stumpf  in  seinen 
weiteren  Ausführungen  bei  jedem  in  Frage  kommenden 
WAnsatz,  daß  die  Unkenntnis  der  Grund  des  betreffenden 
Ansatzes  ist  (s.  S.  61),  und  nicht  die  Kenntnis. 

Man  hat  nun  gegen  die  subjektive  Theorie  und  gegen 
die  Stumpfsche  Lehre  verschiedene  Einwände  gemacht. 
Dabei  befolgte  man  nach  dem  in  anderen  Disziplinen  ge- 
wohnten Vorgange  die  Methode,  Widersprüche  verschie- 
dener Art  aufzufinden,  ohne  sich  jedoch  über  die  Wirkung 
eines  solchen  Nachweises  immer  im  klaren  zu  sein.  Die 
Widersprüche,  die  man  aufzudecken  suchte,  sind  teils 
solche  mit  den  Ergebnissen  der  Erfahrung,  teils  solche  der 
einzelnen  WAnsätze  untereinander,  teils,  und  zwar  haupt- 
sächlich, Widersprüche  mit  einer  besond.  Art  der  mensch- 
lichen Verstandesqualitäten:  dem  gesunden  Menschen- 
verstände. Zwar  entbehrt  dieser  Begriff  der  strengen 
wissenschaftlichen    Präzision,    aber  trotzdem  erfreut  er 
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sich  allseitig  einer  großen  Autorität.  Eine  besonders  große 
Rolle  spielt  er  in  der  WTheorie,  wenn  auch  die  An- 
sichten über  sein  Verhältnis  zu  ihr  etwas  auseinander- 
gehen. Indes  sind  alle  darin  einig,  daß  sein  Wort  in  den 
kritischen  Fällen  das  entscheidende  ist.  Es  ist  deshalb 
jedenfalls  Pflicht  eines  WTheoretikers,  diesen  Begriff 
einer  Untersuchung  zu  unterwerfen  oder  wenigstens  eine 
beiläufige  Definition  davon  zu  geben.  Daß  dies  nicht  schon 
geschehen  ist,  ist  wohl  auf  die  Vorherrschaft  der  Mathe- 
matiker in  dieser  Disziplin  zurückzuführen,  obwohl  eine 
solche  Untersuchung  geeignet  gewesen  wäre,  in  den  lang- 
wierigen Streit  Klarheit  hineinzubringen.  Soviel  kann  wohl 
einstweilen  als  richtig  angenommen  werden,  daß  der  ges. 
Menschenverstand  nur  auf  die  Axiome,  oder  was  andere 
philosophische  Richtungen  dafür  ansehen,  und  auf  die  Er- 
fahrung, äußere  oder  innere  bzw.  auf  beides  zurückgeführt 
werden  kann,  und  man  kann  als  vorläufige,  für  unsere 
nächsten  Zwecke  ausreichende  Definition  wohl  die  Worte 
Mills  gebrauchen  (1.  u.  7.  Zitat)  und  gesunden  Menschen- 
verstand das  nennen,  was  wir  „entweder  durch  Schließen 
oder  durch  Erfahrung  wissen",  bzw.  „durch  spezifische 
Erfahrung  oder  durch  das  Zeugnis  unserer  a  1 1  g  e  - 
meinenKenntnis  von  der  Natu  r".  Mich  dünkt, 
diese  Definition,  die  uns  Mill  so  unbewußt  geliefert  hat, 
kann  von  den  Anhängern  der  gegenwärtigen  WRechnung 
anstandslos  akzeptiert  werden,  wenn  auch  an  dieser  Stelle 
die  Bemerkung  nicht  unterdrückt  werden  darf,  daß  bei 
verschiedenen  neueren  WTheoretikern  die  geheime  Ten- 
denz bestand,  die  WRechnung  für  den  Ausdruck  einer  be- 
sondern erkenntnis-theoretischen  Qualität  anzusehen. 
Kehren  wir  nun  zu  den  Methoden  zurück.    Man  suchte 
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zuerst  Widersprüche  mit  der  Erfahrung  oder  dem  gesun- 
den Menschenverstände,  insofern  er  nur  ein  anderes  Wort 
für  bestimmte  Erfahrungen  oder  daraus  gezogene  Schlüsse 
ist,  bei  den  WAnsätzen  zu  entdecken.  Das  treibende  Mo- 
tiv dabei  war,  daß  ein  WAnsatz  praktisch  wertlos  sei, 
wenn  er  nicht,  wie  man  sagte,  objektive  Gültigkeit  besitzt. 
Es  ist  ja  klar,  daß  sich  keine  Versicherungsgesellschaft, 
keine  Aktiengesellschaft  auf  einen  WAnsatz  gründen  kann, 
über  dessen  Wahrheit  oder  Falschheit  man  sich  geradeso 
in  Unwissenheit  befindet.  Und  viele,  besonders  Fries  und 
v.  Kries,  sind  der  Ansicht,  daß  man  sich  wohl  kaum  mit  der 
WRechnung  beschäftigt  hätte,  wenn  ihre  Sätze  von  „so 
beschränkter  Bedeutung  wären,  daß  sie  nur  dem  intel- 
lektuellen Zustand  einzelner  Individuen  entsprächen". 
Aber  es  ist  auch  einleuchtend,  daß  für  solche  Fälle  (Ver- 
sicherungsgesellschaften etc.)  jeder  WAnsatz,  der  auf  ein 
individuelles  Ereignis  geht,  auch  wenn  er  objektiv  oder 
aposteriori  begründet  ist,  wertlos  ist.  „Denn  da  weiß  ich 
ja  gar  nicht,"  wie  sich  Fries  fast  naiv  ausdrückt,  „welcher 
von  den  beispielsweise  6  möglichen  Fällen  eintreffen 
wird."  Die  konsequenten  Verfechter  dieser  Gedanken 
schlössen  daher  auch  die  Wkeit  für  den  Einzelfall  aus. 
Denn  für  einen  solchen  wird  niemand,  außer  ein  von  der 
Spielwut  bereits  unvernünftig  Gewordener,  nach  dem 
schulgemäßen  WAnsatz  bei  einem  gewöhnlichen  Zufall- 
spiel, auch  wenn  er  objektiv  begründet  ist,  einen  für  ihn 
fühlbaren  Einsatz  wagen,  wenn  nicht  öfter  gespielt  wird  und 
dieKenntnisvomAusgleich,derbei  den  Zufallsspielen  einzu- 
treten pflegt,  die  Hoffnung  nähren  würde,  daß  man,  was 
man  diesmal  verliert,  ein  andermal  wieder  gewinnt.  Darin 
liegt  auch  ein  Stück  vom  Petersburger  Problem.    Denn 
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niemand  setzt  auf  einen  WAnsatz,  der  auf  -  lautet,  eine 

sehr  große  Summe,  weil  er  sie  geradesogut  verlieren,  wie 
eine  noch  größere  gewinnen  kann.    Und  verlieren  tut  man 

nicht  gerne.    Mit  solch  geringen  WWerten  wie  — ,  ~  ope- 

o    2. 

riert  eben  niemand,  außer  zur  Belustigung.  Der  Ernst 
verlangt  Werte  nahezu  =  1.  Diese  haben  aber  nur  Durch- 
schnittswerte. Daher  darf  ein  enragierter  Anhänger  des 
eben  in  Behandlung  stehenden  Argumentes  der  objektiven 
Richtung,  wie  es  Fries  ist,  auch  nur  Durchschnittswerte 
gelten  lassen.  Zur  Vermeidung  von  Mißverständnissen 
sollte  man  sie  aber  mit  der  WLehre  gar  nicht  verquicken. 
Denn  wahrscheinlich  sind  sie  nur  mehr  insofern, 
als  man  über  die  Zukunft  überhaupt  nie  ganz  sicher  ist. 
Indes  vom  WAnsatz  im  gewöhnlichen  Sinne  objektive  Gül- 
tigkeit verlangen,  heißt  das  WUrteil  seines  WCharakters 
berauben  wollen,  wenn  man  auch  mit  Fries  bekennen  wird, 
daß  „alles  übrige,  Einzelfälle  oder  auch  allgemeine  Über- 
sichten Treffende,  nur  von  subjektiver  Bedeutung  ist". 

Man  verlangte  also,  daß  der  WAnsatz  objektiv  gültig  sei, 
und  es  ist  nun  von  Interesse,  wie  sich  Stumpf  dazu  stellt, 
Die  Erfüllung  dieser  Forderung  läßt  sich  natürlich  bei 
einem  auf  Qrund  absoluten  Nichtwissens  über  die  einzel- 
nen Disjunktionsglieder  gemachten  WAnsätze,  wie  bei  je- 
dem nur  dem  jeweiligen  Wissensstande  entsprechenden 
WUrteile,  nicht  aufrechterhalten.  Kein  Mensch  wird,  um 
wieder  die  Menschenverstand  -  Terminologie  zu  ge- 
brauchen, einen  Einsatz  darauf  wagen,  daß  beispielsweise 
bei  einer  Urne  mit  w-  und  s-Kugeln  unbekannter  Anzahl 
bei  sehr  vielen  Ziehungen  mit  fast  völliger  Sicherheit  eine 
Verteilung  1  :  1  sich  einstellen  wird,   wie  es  auf  Grund 
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des  Bernoullischen  Theorems  zu  erwarten  wäre.  Allein 
gegen  diese  Folgerung  hat  sich  Stumpf  gewehrt,  wobei 
auch  er  dem  Widerstreit  der  subjektiven  und  objektiven 
Ideen  seinen  Tribut  gezollt  hat.  Er  hätte  erkennen  müs- 
sen, daß  hier  eine  Einigung  nicht  möglich  ist,  so  unange- 
nehm auch  eventuell  die  Konsequenzen  sein  mögen,  da 
möglicherweise  der  Aufbau  des  Theorems  v.  Bernoulli  in 
Frage  kommt,  und  von  vornherein  allen  Versuchen  Zur 
Einigung  entsagen  sollen,  die  sowieso  mißglücken  mußten. 
Denn  es  ist  doch  sonnenklar,  daß  der  objektive  Tat- 
bestand, wie  er  sich  bei  vielen  Ziehungen  im  obigen  Bei- 
spiel offenbart,  mit  dem  Unwissenheits-WAnsatz  nicht 
harmonieren  muß,  und  daß  die  Kalküle  des  auf  letzterem 
basierenden  Theorems  von  Bernoulli  mit  den  Versuchs- 
reihen, außer  zufällig,  nicht  zusammenstimmen  werden. 

Um  nun  diese  Kluft  zwischen  dem  Menschenverstände 
und  der  angeführten  WBestimmung  zu  überbrücken,  ver- 
langt Stumpf,  daß  die  Anzahl  der  Urnen  im  obigen  Falle 
in  unbeschränkter  Anzahl  angenommen  werden  müssen 
und  „daß  in  jeder  Urne  w  oder  s  oder  eine  Mischung  aus 
beiden  Sorten  sich  befinde,  daß  wir  aber  nicht  den  gering- 
sten Anhaltspunkt  haben,  irgendeine  Absicht  oder  sonstige 
konstante  Ursache  zu  vermuten,  welche  eine  gewisse 
Gleichmäßigkeit  in  der  Füllung  der  Urnen  hätte  bedingen 
können",  daß  auch  das  Mischungsverhältnis  „variabel  ge- 
dacht werde". 

Dagegen  ist  nun  zu  sagen: 

1.  Wir  haben  hier  einen  Widerspruch  mit  dem  früheren 
im  Anschlüsse  an  seine  Definition  der  gleichmöglichen 
Fälle  gemachten  Ansatz  Stumpfs,  wo  eine  Urne  mit  unbe- 
kanntem Mischungsverhältnis   angenommen   wurde,   und 
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\ro  er  den  Ansatz  -  im  Gegensätze  zu  v.  Kries  für  „kor- 

rekt  bestimmt"  fand.  Verlangt  Stumpf  jetzt  eine  unbe- 
schränkte Anzahl  Urnen  mit  variablem  Mischungsverhält- 
nisse, so  haben  wir  einfach  einen  andern  Fall,  und  Stumpf 
hätte  damals  sagen  müssen,  wenn  wir  nur  eine  Urne  ha- 
ben und  nicht  wissen,  wieviel  schwarze  und  weiße  Kugeln 
darin  sind,  können  wir  keinen  Ansatz  machen  und  v.Kries 
habe  recht.  Das  hätte  sicherlich  schneller  zur  richtigen 
Erkenntnis  geführt,  als  das  Beharren  auf  dem  alten  An- 
sätze und  dieses  Beispiel  mit  den  zwei  Urnen  von  bekann- 
tem und  unbekanntem  Mischungsverhältnisse  von  s-  und 
w-Kugeln  könnte  dann  in  den  Logiken  und  Lehrbüchern  der 
WRechnung  nicht  als  Paradigma  für  den  Unterschied  der 
subjektiven  und  objektiven  Theorie  angeführt  werden. 

2.  Auch  wenn  wir  20  000  Urnen  haben,  über  deren  In- 
halt wir  nichtmehr  wissen,  als  daß  er  aus  s-oder  w-  oder  s- 
und  w-Kugeln  besteht,  so  involviert  diese  Unkenntnis  noch 
lange  nicht,  daß  diese  Inhalte  „variabel  gedacht  werden 
müssen".  Das  Fehlen  eines  „Anhaltspunktes"  für  die  Ver- 
mutung „einer  gewissen  Gleichmäßigkeit  in  der  Füllung 
der  Urnen"  hat  noch  lange  nicht  zur  Folge,  daß  eine  solche 
Gleichmäßigkeit  ausgeschlossen  ist.  Wenn  dies  aber  nicht 
der  Fall  ist,  so  erwartet  der  gesunde  Menschenverstand 
keineswegs  eine  annähernd  gleiche  Verteilung  von  w  und 
s  bei  vielen  Ziehungen.  Die  bloße  Möglichkeit  einer  Varia- 
tion genügt  nicht.  Nur  dadurch,  daß  wir  eine  Variation 
als  wahrscheinlich  annehmen  und  eine  Konstanz  für  un- 
wahrscheinlich oder  gar  für  ausgeschlossen  halten,  erwar- 
ten wir  die  genannte  Verteilung. 

3.  Erwirbt  also  das  bloße  Nichtwissen  die  Bestätigung 
des  gesunden  Menschenverstandes  noch  nicht,   so  ist  es 
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auch  angezeigt,  statt  des  etwas  unbestimmten  Ausdruckes 
„variabel",  der  sowohl  „veränderlich"  wie  „wechselnd" 
bedeuten  kann,  das  Wort  „variierend"  zu  gebrauchen. 
Auch  Stumpf  hat  die  Notwendigkeit  gefühlt,  das 
Mischungsverhältnis  nicht  bloß  als  möglicherweise  ver- 
änderlich, sondern  schlechterdings  als  variierend  anzu- 
nehmen: anfangs  spricht  er  nur  vom  Fehlen  eines  An- 
haltspunktes, eine  Konstanz  zu  vermuten,  im  folgenden 
Absatz  spricht  er  davon,  die  Umstände  (also  hier  das 
Mischungsverhältnis)  müssen  als  unbeschränkt  variabel 
vorausgesetzt  werden  dürfen,  wobei  variabel,  wie 
durch  eine  Klammerbemerkung  ersichtlich,  soviel  heißt, 
wie  verschieden,  also  variierend,  und  im  nächsten  Absätze 
muß  das  Mischungsverhältnis  bereits  in  dieser  Weise  ge- 
dacht werden.  Wenn  wir  aber  diese  Voraussetzung 
machen  müssen,  um  eine  gleiche  Verteilung  der  s-  und  w- 
Kugeln  zu  erwarten,  so  haben  wir  kein  absolutes  Nicht- 
wissen über  die  „Disjunktionsglieder"  mehr,  und  der  W- 
Ansatz  ist  dann  schlechterdings  als  objektiv  begründet  an- 
zusehen: Ich  weiß,  daß  die  Urnen  schwarze  und  weiße 
Kugeln  enthalten  und  daß  das  Mischungsverhältnis  unbe- 
schränkt variiert. 

4.  Daß  diejenigen  Umstände,  über  welche  wir  uns  dis- 
junktiv in  völliger  Unwissenheit  befinden,  als  unbeschränkt 
variabel  oder  verschieden  vorausgesetzt  werden  dürfen, 
ist  in  strenger  Weise  bei  gar  keinen  Urteilsmaterien  mög- 
lich, nicht  einmal  bei  den  Zufallspielen,  weil  man  die  Hand- 
bewegungen, Fallhöhen  u.  dgl.  nur  innerhalb  gewisser 
Grenzen  variabel  annehmen  kann;  bei  vielen  Urteils- 
materien ist  es  gegen  die  uns  zur  Verfügung  stehenden 
Kenntnisse  und  verträgt  sich  mit  der  Begründung  des  W- 
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Urteils  auf  dem  disjunktiven  bei  gleichzeitiger  Unwissen- 
heit über  die  Disjunktionsglieder  schlechterdings  nicht,  da 
noch  nebenher  Voraussetzungen  gemacht  werden,  die 
eigentlich  gar  nicht  begründet  sind. 

Es  ist  einem  interessanten  Trugschluß  aus  dem  Gebiete 
der  WLehre  zuzuschreiben,  daß  die  von  Stumpf  gegebene 
Argumentation,  je  nach  der  Hinsicht,  Plausibilität  besitzt, 
einem  Trugschlüsse,  der,  wie  wir  später  sehen  werden, 
auch  sonst  sehr  verwirrend  gewirkt  hat. 

Die  Wirkung  des  versuchten  und  auch  leicht  geglückten 
Nachweises  von  Widersprüchen  eines  auf  subjektiver  Ba- 
sis errichteten  WAnsatzes  mit  den  wirklichen  Verhältnis- 
sen ist  also  die,  daß  der  letztere  insoweit  praktisch  nicht 
verwertbar  ist,  als  man  außer  etwa  zur  bloßen  persön- 
lichen Unterhaltung,  wo  gerade  in  der  Ungewißheit  der 
Reiz  gefunden  werden  kann,  keinen  nennenswerten  Be- 
trag auf  einen  solchen  WAnsatz  setzen  wird,  als  sich 
keine  Gesellschaft  darauf  gründen  wird,  als  er  auch  in 
den  exakten  Wissenschaften  keinen  Wert  besitzt,  da  wir 
uns  über  sein  Zutreffen  oder  Unzutreffen  selbst  wieder  in 
völliger  Unwissenheit  befinden.  Und  wenn  wir  im  Voraus- 
gegangenen immer  von  der  praktischen  Wertlosigkeit  des 
subjektiven  WUrteils  gesprochen  haben,  war  es  in  diesem 
Sinne  aufzufassen.  Die  verhältnismäßige  Sicherheit  des 
bekannten  Kirchhoffschen  WAnsatzes,  daß  Eisen  in  der 
Sonne  vorhanden  sei,  weil  die  Wkeit,  daß  die  Koinzidenz 
von  60  hellen  Linien  im  Eisenspektrum  mit  60  dunklen 
Linien  im  Sonnenspektrum  keine  zufällige  sei,  minde- 
stens 1  —  —qö  betrage,  sowie  die  Anwendung  der  Wkeits- 
Kalkule  in  der  Gastheorie  beruhen  auf  ganz  andern  Funda- 
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menten,  als  auf  dem  Prinzip  der  nackten  und  vollständigen 
Unwissenheit.    Würde  ein  WAnsatz  etwa  so  lauten:  die 

Wkeit,  daß  Eisen  auf  der  Sonne  sei,  ist  =  ^  da  wir  uns 

über  dessen  Vorhandensein  oder  Nichtvorhandensein  in 
völliger  „und  daher  gleicher"  Unwissenheit  befinden,  so 
würde  sich  kein  Mensch  um  einen  solchen  WAnsatz  küm- 
mern, ja,  seine  Aufstellung  vielleicht  für  ein  lächerliches 
Beginnen  ansehen,  und  eine  Aufnahme  in  ein  wissenschaft- 
liches Werk  hätte  er  gleichfalls  nicht  gefunden.  Denn  in 
diesem  Falle  bin  ich  über  das  Verhältnis  des  WAnsatzes 
zur  Wirklichkeit  in  völliger  Unwissenheit,  während  beim 
Kirchhoffschen  Ansätze  erhebliche  Gründe  dafür  bestehen, 
daß  er  den  tatsächlichen  Verhältnissen  entspricht,  und 
hierin,  sowie  in  der  hohen  Wkeit  des  Ansatzes  selbst  liegt 
sein  Wert. 

Es  bedeutet  aber  für  die  Theorie  Stumpfs  (noch 
weniger  natürlich  für  die  subjektive  Anschauungs- 
weise im  allgemeinen)  keineswegs  einen  vernich- 
tenden Schlag,  und  widerspricht  ihr  nicht,  wenn 
ihre  WAnsätze  mit  der  Erfahrung  nicht  über- 
einstimmen. Sie  hat  auch  keinen  Grund,  an  die  Erfahrung 
zu  appellieren  und  etwa  Versuchsreihen  zu  ihrer  Recht- 
fertigung anzustellen :  ein  für  sie  günstiges  Ergebnis  kann 
sie  nicht  stützen  und  ein  ungünstiges  nicht  erschüttern. 
Ihr  WAnsatz  und  sie  selbst  verlieren  mit  der  Unverwert- 
barkeit für  versicherungstechnische  und  exakt-wissen- 
schaftliche Zwecke  noch  nicht  jeden  Wert;  denn  der 
Wert  bleibt  ihr  einstweilen  immer  noch,  daß  ihr  WAnsatz 
zu  einem  Entschlüsse  verhilft,  oder  daß  man  zu  einem 
provisorischen,    wenn    auch    nicht    zuverlässigen  Urteil 
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kommt;  es  ist  in  allen  Fällen  besser,  man  hat  ein  U  r  t  e  i  1, 
als  man  hat  keines;  die  WTheorie  böte  dann  wenigstens 
den  Vorteil,  ein  Urteil  zu  liefern,  daß  dem  gegenwärtigen 
Wissensstande  logischerweise  entspricht.  Ihr  Wert  be- 
stände also  darin,  logische  Regeln  für  die  richtige  Zusam- 
menstellung und  Bewertung  unserer  unvollständigen 
Kenntnisse  zu  liefern.  Ich  erinnere  hierbei  nur  an  die  Re- 
geln über  die  Zusammensetzung  der  Wkeiten,  über  die 
Hypothesenbildung  u.  dgl.  mehr. 

Dieser  der  Stumpfschen  Theorie  gebliebene  Wert  würde 
erst  in  Frage  gestellt,  wenn  man  nachweisen  könnte,  daß 
man  auf  ihrer  Grundlage  bei  ein  und  derselben  Urteils- 
materie, bei  gleicher  Kenntnis  und  Unkenntnis  zu  verschie- 
denen WAnsätzen  gelangt.  Wenn  man  nicht  weiß,  wel- 
chem Ansatz  man  den  Vorzug  geben  soll,  kommt  man  ja 
nicht  einmal  zu  einem  eindeutigen  vorläufigen  Urteil  oder 
zu  einem  Willensentschluß.  Sie  wäre  daher  auch  für  die 
logische  Kanonisierung  des  WUrteiles  untauglich.  Und 
das  ist  wohl  der  Qrund,  warum  sich  Stumpf  so  energisch 
gegen  die  hierauf  abzielenden  v.  Kriesschen  Einwände  ge- 
richtet hat. 

Stumpf  nennt  die  Eigenschaft,  daß  man  nur  zu  einem 
WAnsatz  gelangt,  auch  objektive  Gültigkeit,  weil  ein  nach 
seiner  Vorschrift  gebildeter  WAnsatz  für  alle  Individuen, 
sogar  für  einen  unendlichen  Verstand  (unendlich  zwar 
nicht  der  Ausdehnung,  sondern  der  Kraft  des  Denkens 
nach)  derselbe  sei,  also  allgemein  gelte.  Abgesehen  da- 
von, daß  mir  solche  psychologische  Verlängerungen,  die 
nur  Phantasmata  darstellen,  zu  philosophischen  Unter- 
suchungen wegen  mangelnder  Stringenz  ungeeignet  er- 
scheinen, möchte  ich  diese  Eigenschaft  eher  die  Ein- 
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heitlichkeit  oder  allgemeine  Gültigkeit  des  W- 
Ansatzes  nennen  und  mich  in  bezug  auf  den  Ausdruck: 
objektive  Gültigkeit  doch  lieber  dem  in  der  Theorie  bis- 
lang geübten  und  auch  sonst  gang  und  gäben  Sprachge- 
brauch anschließen:  es  ist  ohnedies  genug  terminologische 
Verwirrung  in  dieser  Disziplin. 

Es  scheint  nun  auch  mir,  daß  die  Stumpfsche  Form  der 
subjektiven  Theorie,  die  den  WAnsatz  auf  dem  disjunk- 
tiven Urteil  gründet,  entgegen  seiner  Ansicht  an  dem  an- 
geführten Gebrechen  leidet.  Ich  will  im  folgenden  drei 
Fälle  angeben,  in  denen  man  nach  der  Stumpf-Sigwart- 
schen  WTheorie  zu  verschiedenen  WAnsätzen  gelangt. 

Wenn  ich  nämlich  —  und  dies  ist  ist  der  1.  Fall  —  im  un- 
klaren darüber  bin,  wieviel  von  den  mir  vorliegenden  Dis- 
junktionsgliedern, die  mir  die  Grundlage  für  einen  WAn- 
satz abgeben  sollen,  koordiniert  und  wieviel  subordiniert 
sind,  wenn  ich  aber  weiß,  daß  einige  subordiniert  sind, 
nur  nicht,  wieviel,  so  komme  ich  zu  mehreren  Ansätzen, 
oder  zu  gar  keinem.  Wenn  ich  also,  um  mich  an  eine  von 
v.  Kries  gebrauchte  Urteilsmaterie  anzulehnen,  frage,  wie 
wahrscheinlich  ist  es,  daß  ein  Meteor  nach  Böhmen 
fällt,  und  die  einzelnen  Länder,  wie  Österreich,  Ungarn, 
Deutschland,  Frankreich  usw.  nur  dem  Namen  nach  kenne, 
und  nun  zwar  weiß,  daß  einige  davon  subordiniert  sind, 
aber  nicht,  welche  und  wieviele:  dann  komme  ich  ent- 
weder zu  mehreren  Ansätzen,  oder  ich  muß  auf  einen  sol- 
chen verzichten.  Trotzdem  möchte  man  nach  der  subjek- 
tiven Theorie,  welche  ja  die  Ansicht  vertritt,  daß  der 
WAnsatz  auf  dem  Nichtwissen  basiere,  meinen,  daß  man 
ein  WUrteil  bei  jedem  Wissenstande  machen  kann,  wenn 
ich  schon  bei  absoluter  Unwissenheit  über  zwei  Disjunk- 
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tionsglieder  einen  solchen  mit  -  zu  machen  berechtigt 

bin. 

Der  2.  Fall  ist  nachstehender:  Ich  habe  mehrere  koordi- 
nierte Disjunktionsglieder;  diese  Glieder  seien  wieder  dis- 
jungiert.  Nun  kann  ich  einen  WAnsatz  bilden  auf  Grund 
der  ursprünglichen  Glieder  oder  unter  Zugrundelegung 
der  Unterglieder;  und  die  beiden  Ansätze  können  ver- 
schieden sein.  Beispiel:  In  einem  Obstgarten  befinden 
sich  Birn-  und  Äpfelbäume  in  unbekanntem  Verhältnis. 
Die  Birnen  sind  in  5,  die  Äpfel  in  3  verschiedenen  Sorten 
vertreten.    Wie  wahrscheinlich  ist  es,  daß  ein  bestimmter, 

herausgegriffener   Baum  ein  Birnbaum  ist?    Ist  W  =  -= 
oder  — ? 

o 
Schließlich,  drittens,  kann  es  vorkommen,  daß  ich  über 
die  Wahl  des  Einteilungsgrundes  im  Zweifel  bin.  Eine 
Urteilsmaterie  kann  nach  verschiedenen  Gesichtspunkten 
disjungiert  werden;  aber  die  Theorie  vom  mang.  Grunde 
sagt  nicht,  welcher  gewählt  werden  soll.  Dies  wird  neue- 
stens  als  feststehende  Tatsache  betrachtet.  Laemmel 
(Die  Methoden  zur  Ermittelung  von  Wkeiten.  Dr.  Rudolf 
Laemmel.  Zürich,  1904)  bringt  mehrere  Fälle,  wo  man  zu 
verschiedenen  Ansätzen  kommt,  z.  B.  bei  der  WBestim- 
mung  einer  bestimmten  Farbe,  wobei  ich  den  WAnsatz 
nach  der  Anzahl  der  Farben  (W=0- 1429),  nach  der  Länge 
der  farbigen  Teile  (W=  0-185),  nach  der  Zahl  der 
Schwingungen  (W=  0-133),  oder  nach  der  Wellenlänge 
(W  =  0*160)  machen  kann.  Als  Anhänger  v.  Kries  glaubt 
er  zwar,  daß  man  bei  der  Befolgung  der  v.  Kries'schen 
Forderungen   (Ursprünglichkeit,   Indifferenz,  Vergleich- 

5 


—     66    — 

barkeit  der  Spielräume)  zu  einem  einzigen  WAnsatz  ge- 
langt; aber  er  meint,  daß  diese  Forderungen,  namentlich 
die  der  Ursprünglichkeit,  häufig  nicht  erfüllt  sind.  Daß 
dieses  einen  Vorwurf  involviert,  der  einen  Anhänger  der 
Theorie  vom  mang.  Grunde  erst  recht  treffen  muß,  er- 
wähnt Laemmel  indes  nicht.  Stumpf  selbst  liefert  für  die- 
sen Fall  ein  unfreiwilliges  Beispiel,  indem  er,  v.  Kries  ent- 
gegnend, das  eine  Mal  die  Wkeit,  daß  Eisen  im  Sirius  vor- 
handen ist,  nach  der  Einteilung  auf  Grund  des  Verbin- 
dungsgewichtes bestimmt,  ein  zweites  Mal  nach  der  Ein- 
teilung auf  Grund  der  physikalischen  Eigenschaften  des 
Eisens,  wobei  „Ähnliches  folgt";  ja,  aber  nicht  Gleiches. 

Es  braucht  wohl  nicht  eigens  erwähnt  zu  werden,  daß 
diese  Einwände  auch  dann  gelten,  wenn  die  Anzahl  der 
Disjunktionsglieder  völlig  bekannt  ist,  welche  Forde- 
rung aufgestellt  wurde,  um  dem  1.  Einwand  zu  entgehen. 

Wir  haben  uns  hier  stellenweise  an  v.  Kriessche  Urteils- 
materien angelehnt.  Goldschmidt  erhebt  nun  hier  gegen 
v.  Kries  den  Vorwurf,  „daß  er  selbst  Aufgaben  stellt,  die 
niemand  ernstlich  behandeln  würde".  Richtig.  Aber 
warum  tut  dies  niemand?  Der  Materie  nach  kann  man 
doch  beispielsweise  fragen,  ob  Eisen  auf  dem  Sirius  vor- 
handen ist.  Hierin  liegt  das  Lächerliche  nicht.  Weil  man 
an  diesen  Beispielen  eben  deutlich  sieht,  daß  sich  auf  eine 
solche,  hier  nahezu  kindisch  anmutende  Weise  niemand  ein 
Wkeitsurteil  bildet.  Nach  der  Ansicht  Stumpfs  und  seiner 
diesbetreffenden  Anhänger  oder  Vorgänger  müßte  man 
trachten,  eine  möglichst  vollständige  Kenntnis  der  Dis- 
junktionsglieder zu  erhalten, wie  etwa  beim  Urnenbeispiel, 
wo  das  Streben  darauf  gerichtet  sein  soll,  sich  eine  ge- 
naue Kenntnis  der  Anzahl  der  schwarzen  und  weißen  Ku- 
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geln  zu  verschaffen.  Wer  aber  wirklich  im  Sinne  hat,  sich 
ein  WUrteil  darüber  zu  bilden,  daß  ein  Meteor  ein  Land 
mit  seinem  Erscheinen  beehrt,  wird  zuerst  danach  sehen, 
in  welcher  Jahreszeit  er  sich  befindet,  ob  vielleicht  im 
August  oder  November,  dann,  ob  auf  der  nördlichen  oder 
südlichen  Hemisphäre,  ferner  wird  er  sich  um  die  statisti- 
sche Häufigkeit  der  Meteorfälle  umsehen,  kurz,  ungefähr 
s  o  wird  er  vorgehen,  aber  nicht  sich  um  die  Kenntnis  der 
gekünstelten  Disjunktionsglieder  irgendwelcher  Urteils- 
materie  abmühen. 

Von  dem  als  möglich  übriggebliebenen  Wert  der  auf  der 
Disjunktion  der  Fälle  gegründeten  Theorie  vom  mang. 
Grunde,  nämlich  der  Lieferung  einer  logisch  kanonisier- 
ten und  eine  mathematische  Abschätzung  gestattenden 
Zusammenstellung  unserer  jeweiligen  Kenntnisse  über 
einen  Gegenstand,  wie  vorhin  gesagt  wurde,  ist  also  auch 
keine  Rede  mehr.  Es  ist  indes  nicht  nur  das,  daß  sie 
uns  bei  ein  und  derselben  Urteilsmaterie  zu  verschiedenen 
Ansätzen  führt;  sie  ist  auch  aus  anderen  Gründen  nicht 
haltbar.  Zu  einem  WUrteil  müssen  unbedingt 
alle  zu  Gebote  stehenden  Kenntnisse  ver- 
wertetwerden.  Das  geht  aber  bei  der  Disjunktions- 
methode nicht.  Man  müßte  sich  oft  absichtlich  auf  ein  ge- 
ringeres Kenntnis-Niveau  stellen,  als  man  besitzt.  Denn 
selten,  sehr  selten ,.  trifft  es  zu,  daß  sich  alle  unsere  ver- 
fügbaren Kenntnisse  über  einen  Gegenstand  genau  mit 
der  Kenntnis  der  Disjunktionsglieder  decken.  Auch  dort, 
wo  man  Materien  besitzt,  die  ungezwungen  eine  Disjunk- 
tion zulassen,  kommen  noch  Wkeitswerte  dazu,  die  man 
aus  dem  bisherigen  W-Ansatz  vollständig  ausgeschlossen 
hat.     Stumpf  nennt    sie    Erkenntniswert,    Meinong    und 
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Nitsche  sprechen  von  Dimensionen  der  Wkeit,  und  Czuber 
bemerkt  hierzu,  daß  diese  Bezeichnungen  „auf  Umstände 
hinweisen,  die  sich  der  Rechnung  entziehen".  Da  solche 
Erkenntniswerte  fast  immer  (etwa  das  Urnenbeispiel  mit 
dem  „objektiv"  begründeten  Ansatz  kann  man  als  Aus- 
nahme ansehen)  bei  den  WAnsätzen  nebenher  laufen,  so 
gibt  der  mathematische  WAnsatz  fast  nie  den  wirklichen 
Wert  des  WUrteils  an.  Nach  dem  bisherigen  Verfahren 
müßte  man  den  mathematischen  Ansatz  noch  mit  dem  Er- 
kenntniswert multiplizieren.  Aber  dieser  Erkenntniswert 
entzieht  sich,  wie  Czuber  oben  bemerkt  hat,  der  Rech- 
nung. In  der  konsequenten  Verfolgung  der  Disjunktions- 
methode müßte  hier  offenbar  eine  übergeordnete  Urteils- 
materie disjungiert  werden.  Dieser  Erkenntniswert  setzt 
sich  jedoch  aus  den  verschiedensten  Erfahrungen  und 
Kenntnissen  zusammen,  die  man  entweder  gar  nicht  oder 
nicht  ohne  groben  Zwang  (mit:  ist  oder  ist  nicht)  und  ohne 
infolgedessen  viel  zu  niedere  Werte  zu  bekommen,  einer 
Disjunktion  unterziehen  kann.  Die  Grundlage  einer  allge- 
meinen WTheorie  abzugeben,  ist  die  Methode,  welche  das 
WUrteil  auf  dem  disjunktiven  Urteile  gründet,  unfähig. 
Es  ist  jedoch  vielleicht  nicht  überflüssig,  zu  bemerken,  daß 
durch  die  Unhaltbarkeit  der  Stumpf-Sigwartschen  Dis- 
junktionstheorie die  Argumente  der  subjektiven  Anschau- 
ungsweise in  keiner  Weise  tangiert  werden. 

Aber  auch  die  Theorie,  welche  v.  Kries  geliefert  hat,  und 
die  den  WAnsatz  auf  dem  Prinzip  der  Spielräume  grün- 
det, ist  nicht  imstande  die  Grundlage  für  eine  allgemeine 
WTheorie  zu  geben,  v.  Kries  stand  hauptsächlich  unter 
dem  Drucke  des  Gedankens,  daß  auf  subjektiver 
Grundlage,  also  auf  dem  Prinzip  vom  mangelnden  Grunde, 
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„eine  irgend  wertvolle  WBestimmung  überhaupt  nicht  er- 
halten werden  könne",  und  daß  es  nicht  die  Unwissenheit 
sei,  weswegen  uns  zwei  Dinge  als  gleichmöglich  erschei- 
nen; er  verlangt  daher  für  einen  WAnsatz  objektive 
Kenntnisse  und  verwirft  einen  solchen,  der  auf  dem  Prin- 
zip v.  m.  Grunde  zustande  kam.  Er  hat  daher,  wie  aus 
dem  Tenor  seiner  Ausführungen  ersichtlich  ist  und  manch- 
mal auch  deutlich  ausgesprochen  wird,  das  Bestreben,  eine 
Theorie  aufzustellen,  welche  objektiv  gültige  und  verwert- 
bare WAnsätze  liefert.  Damit  verzichtet  er  aber  auch 
gleichzeitig  darauf,  eine  allgemeine  WTheorie,  die  auch 
andere,  als  nur  objektiv  gültige  und  numerische  WAn- 
sätze, zu  umfassen  hätte,  zu  geben.  Alle  die  Fälle,  wo  ein 
WUrteil  den  obengenannten  Anforderungen  nicht  ent- 
spricht, dafür  aber  immer  noch  den  Wert  eines  logisch  ge- 
regelten Urteils  besitzt,  Fälle,  die  eine  logische  WTheorie 
unbedingt  subsumieren  muß,  sind  ausgeschlossen.  Sie  ist 
also  schon  nur  mehr  eine  Rumpftheorie,  und  nicht  mehr 
fähig,  allgemeine  logische  Regeln  für  die  Bildung  der 
WUrteile  zu  geben.  Die  Aufstellung  einer  solchen  hat 
aber,  abgesehen  davon,  daß  diese  Eigenschaft  schon  ein 
schlechtes  Licht  auf  ihre  Richtigkeit  wirft,  um  so  weniger 
Sinn,  als,  wie  wir  gesehen  haben  und  noch  sehen  werden, 
zur  technischen  Verwertbarkeit,  also  demjenigen  Fall,  wo 
wir  die  objektiv  gültigen  Ansätze  benötigen,  nur  wenige 
WAnsätze  zu  brauchen  sind,  nämlich  nur  solche  mit  sehr 
großen  Werten,  während  alle  anderen,  auch  die  objektiv 
begründeten,  wenn  sie  kleine  Werte  haben,  wie  es  bei 
den  Ansätzen  für  den  Einzelfall  sehr  häufig  der  Fall  ist, 
für  diesen  Zweck  zu  unsicher  und  daher  unbrauchbar  sind. 
Der  positive  Teil  der  v.  Kriesschen  Ausführungen  hat  im 
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Gegensatz  zu  seinem  negativ-kritischen  nicht  viel  Anklang 
gefunden.  Seinen  kritischen  Bemerkungen  kann  man 
großenteils  mit  Vergnügen  zustimmen,  und  sie  haben  auch 
steigenden  Anklang  erhalten;  seine  Theorie  der  Wahr- 
scheinlichkeit aber  ist  sehr  kompliziert  und  wenig  ein- 
leuchtend. Ich  werde  im  folgenden  zu  zeigen  bestrebt 
sein,  daß  seine  Theorie  teils  auf  wenig  wahrscheinlichen, 
teils  auf  unrichtigen  Grundlagen  ruht  und  anderseits  den 
Argumenten  der  objektiven  Anschauungsweise,  zum  Teil 
seinen  eigenen,  unterliegt,  bzw.  in  den  „Widerstreit  der 
subjektiven  und  objektiven  Argumente"  gerät. 

v.  Kries  verwirft  einen  WAnsatz,  bei  dem  die  Aufstel- 
lung der  gleichmöglichen  Fälle  auf  Grund  der  Unwissen- 
heit zustande  kam.  Er  verlangt,  daß  die  Aufstellung  der 
gleichmöglichen  Fälle  eine  zwingende  sei,  ohne  Willkür 
geschehe  und  auf  gewissen  objektiven  Kenntnissen  be- 
ruhe: ich  muß  beispielsweise  wissen,  wieviel  Kugeln  der 
verschiedenen  Farben  in  der  Urne  sich  befinden,  muß  wis- 
sen, daß  der  Schwerpunkt  des  Würfels  nicht  exzentrisch 
ist  u.  dgl.  mehr.  In  der  Forderung  nach  objektiven  Kennt- 
nissen geht  er  jedoch  nicht  so  weit,  daß  er  nur  die  Erfah- 
rung oder  die  Kenntnis  gewisser  Naturgesetze,  des  kau- 
salen Zusammenhangs,  gelten  lassen  wollte;  im  Gegenteil, 
er  führt  die  Unwissenheit,  bzw.  das  Prinzip  vom  mangeln- 
den Grunde,  daß  er  so  scharf  kritisierte,mit  den  Spielräu- 
men, speziell  mit  der  geforderten  Eigenschaft  der  Indif- 
ferenz der  Spielräume,  wieder  ein.  Er  sagt  diesbezüg- 
lich: „Es  sei  uns  bekannt,  daß  das  spezifische  Gewicht 
einer  Substanz  >  sei  als  5'0  und  <  als  6'0;  nun  kommt  der 
Spielraum  zwischen  5'0  und  6*0  für  den  WWert  in  Frage; 
die  einzelnen  Annahmen,  welche  wir  unter  diesen  Um- 
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ständen  bilden  könnten,  wie  etwa,  daß  das  spezifische  Ge- 
wicht zwischen  5'4  und  5'5,  oder  daß  es  zwischen  5'7  und 
5-8  liege,  würden  in  einer  unmittelbar  einleuchtenden 
Weise  dann,  und  nur  dann,  für  gleichberechtigt  zu  halten 
sein,  wenn  die  Teilspielräume,  welche  eine  jede  derselben 
umfaßt,  einander  gleich  sind.  Wir  können  so  auch  durch 
eine  Anzahl  gleichwertiger  Annahmen  die  Gesamtheit 
aller  überhaupt  vorliegenden  Möglichkeiten  erschöpfen 
und  es  würde  zunächst  als  streng  berechtigt  erscheinen, 
etwa  der  Annahme,  daß  der  genannte  Wert  zwischen  5'34 

und  5'35  liege,   die  Wkeit  j^—  zuzuschreiben.    Hier  zeigt 

sich  indessen  sogleich  ein  wesentlicher  Zusatz  erforder- 
lich. Die  eben  versuchte  Aufstellung  darf  nämlich  nur 
dann  als  zulässig  gelten,  wenn  unsere  Kenntnis  derart  ist, 
daß  sie  zwar  Werte  unter  5  und  über  6  positiv  ausschließt, 
aber  durchaus  keinen  Grund  enthält,  innerhalb 
dieses  Spielraumes  von  5'0  bis  6*0  einen  Wert  für  w  a  h  r  - 
scheinlicher  als  irgend  einen  anderen  zu  halten." 
v.  Kries  nennt  dies  freie  Erwartungsbildung  und  die 
solchermaßen  charakterisierten  Spielräume  nennt  er  i  n  - 
differente.  Die  Forderung  nach  der  Indifferenz  der 
Spielräume  muß  bei  jedem  WAnsatz  erfüllt  sein. 

Die  Halbheit,  die  sich  in  der  soeben  zitierten  Ansicht 
zeigt,  gestaltet  das  Studium  seines  Werkes  zu  einer 
schwierigen  Arbeit,  und  sie  ist  bezeichnend  für  die  beider- 
seitige Überzeugungswucht  der  sich  widerstreitenden  sub- 
jektiven und  objektiven  Argumente.  Einerseits  kann  sich 
v.  Kries  von  der  Überzeugung  über  die  Subjektivität  des 
WAnsatzes  nicht  trennen,  andererseits  soll  dieser  aber  ob- 
jektiv gültig  sein  und  daher  auf  objektiven  Fundamenten 
beruhen. 
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Natürlich,  objektiv  gültig  ist  der  zitierte  WAnsatz  nur 
dann,  wenn  die  Teil-Spielräume  gleich  sind.  Aber  ihre 
Gleichheit  gründet  sich  nur  darauf,  daß  sie  uns  gleich  er- 
scheinen, oder  wie  v.  Kries  sagt,  „daß  wir  keinen  Grund 
haben,  den  einen  für  wahrscheinlicher  zu  halten  als  den 
andern".  Selbstverständlich  kann  man  hier  wieder  mit 
der  gleichen  Kritik  einsetzen,  die  v.  Kries  gegen  das  Prin- 
zip v.  m.  Grunde  früher  angeführt  hat.  Denn  wir  haben 
hier  ja  wieder  das  Prinzip  vom  m.  Gr.  in  seiner  alten  und 
noch  dazu  schlechteren  Gestalt  als  letztes  und  daher 
eigentliches  Fundament  des  WAnsatzes.  Dies  hat  v.  Kries 
auch  gefühlt  und  bemerkt.  Er  macht  deshalb  neue  Ver- 
suche, eine  Objektivierung,  wenn  man  so  sagen  darf,  des 
WAnsatzes  herbeizuführen,  und  zwar  durch  die  Forde- 
rung, daß  die  Spielräume  2.  ursprünglich  und 
3.  vergleichbar  sein  müssen.  Durch  neue  Erfah- 
rungsaufnahme, absichtliche  und  unabsichtliche,  sucht  er 
den  WAnsatz  immer  plausibler  zu  machen,  und  der  sub- 
jektive, den  objektiven  Argumenten  unterliegende  Rest 
wird  wohl  immer  kleinerer,  hört  aber  nie  auf.  So  ist  seine 
WTheorie  eine  kontinuierliche  Zurückverschiebung  dieses 
Widerspruches,  ohne  ihn  jemals  hinauszubringen.  Nur 
ist  schließlich  soviel  absichtliche  und  unabsichtliche,  rich- 
tige und  unrichtige  Erfahrung  in  seine  Theorie  aufgenom- 
men, daß  sie  annähernd  plausibel  erscheint. 

Die  Vergleichbarkeit  der  Spielräume.  Wenn  ich  nach 
der  wahrscheinlichen  Sonnentemperatur  frage,  so  würde 
der  Spielraum  zwischen  5000  und  6000°  demjenigen  zwi- 
schen 500  000  und  600  000°  nicht  wohl  vergleichbar  er- 
scheinen. Wie  stellt  nun  v.  Kries  die  Vergleichbarkeit 
her?    Er  sagt,  offenbar  besteht  die  Vergleichbarkeit  zwi- 
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sehen  kleinsten  und  benachbarten  Teilen,  so  daß  „ein 
Temperatur-Spielraum  zwischen  5  °  65  bis  5  °  66  und  einer 
von  5  °66  bis  5  °  67  mit  größter  Annäherung  als  gleich  an- 
zusehen sind".  (S.  64.)  Man  sieht  schon  daraus,  daß 
durch  diese  Forderung  der  Vergleichbarkeit  die  Q 1  e  i  c  h- 
h  e  i  t  der  Spielräume  dem  gesunden  Menschenverstände 
mundgerecht  werden  soll.  Gewiß  kann  man  bei  verschie- 
denen Dingen  (nicht  bei  allen!)  annehmen,  daß  sich  an 
ihnen  kleinste  benachbarte  Teilchen  finden  lassen,  welche 
voneinander  nicht  mehr  nennenswert  verschieden  sind, 
aber  damit  wissen  wir  nicht,  ob  eine  bestimmte  benötigte 
Kleinheit  der  Teile  bereits  eine  solche  Annahme  gestattet, 
und  in  welcher  Weise,  ob  langsam,  rasch  oder  sprunghaft, 
sich  die  Ungleichheit  von  einem  Teilchen  zum  andern  ver- 
ändert. Soll  aber  durch  eine  solche  Fundamentierung  die 
objektive  Gültigkeit  erreicht  werden,  so  ist  die  Unkorrekt- 
heit  des  Vorgehens  auf  der  Hand  liegend.  Bei  den  Zu- 
fallsspielen nun  sollen  nach  v.  Kries  die  verschiedene  Ef- 
fekte (3,  4,  6  u.  dgl.)  hervorrufenden  Spielräume  (wie  z.  B. 
beimWürfelspieOimmerso  nahe  nebeneinander  liegen  und 
abwechseln  und  auf  diese  Weise  vergleichbar  sein.  Es 
ist  dies  eine  Hypothese,  die,  wie  wir  später  sehen  werden, 
nicht  zutrifft  (wie  kann  man  beispielsweise  das  Abwech- 
seln der  Spielräume  belegen?)  und  deren  Plausibilität  nur 
auf  einer  hineingenommenen  Scheinerfahrung  beruht, 
nämlich  auf  der  Analogie  zu  den  bekannten  Tatsachen, 
daß  zwei  benachbarte  und  kleine  Teilchen  eines  Blattes 
sehr  ähnlich  sind,  daß  zwei  kleine  und  benachbarte  Stück- 
lein Wiesen  einander  sehr  ähnlich  sehen  u.  dgl.  m. 

Unter  der  Forderung  nach  der  Ursprünglichkeit  der 
Spielräume  versteht  v.  Kries,  daß  die  „Spielräume,  nach 
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welchen  sich  die  Erwartungsbildung  richtet,  nicht  mehr 
auf  andere  reduzierbar  sind".  Auch  damit  soll  durch  eine 
Aufnahme  von  weiterer  Erfahrung  der  Unwissenheitsrest 
kleiner  und  dadurch  der  WAnsatz  plausibler  gemacht 
werden,  und  der  treibende  Gedanke  ist  der  alte,  daß  ein 
Unwissenheits-WAnsatz  mit  dem  darauf  gemachten  Ex- 
periment nicht  übereinstimmen  würde.  Daß  dies  wirklich 
dem  allein  so  ist,  geht  aus  folgenden  Äußerungen  (S.  34) 
hervor:  „Wenn  eine  Fragestellung  auch  auf  den  ersten 
Blick  eine  Anzahl  gleichwertiger  Annahmen  zu  liefern 
scheint,  so  wird  die  Bedeutung  dieser  Zergliederung  doch 
wieder  in  Frage  gestellt  werden,  wenn  die  ins  Auge  gefaß- 
ten Verhaltungsweisen  als  die  notwendigen  Ergebnisse 
irgendwelcher  anderer  anzusehen  sind."  (S.  46.)  „So- 
lange wir  bei  der  Abwägung  unserer  Erwartungen  uns  nur 
nach  der  gerade  zunächst  in  Frage  gestellten  Verhaltungs- 
weise richten,  bleiben  diese  Erwägungen,  selbst  wenn  wir 
sie  an  bestimmte  quantitative  Beziehungen  zwischen  dem 
gesamten  Spielraum  und  einzelnen  Teilen  desselben  an- 
knüpfen können,  doch  ziemlich  wertlos.  Immer  werden 
wir  einen  Beleg  dafür  fordern  müssen,  daß  das  zunächst 
als  gleichwertig  Erscheinende  auch  mit  Rücksicht  auf  die 
Gesetze,  nach  denen  sich  die  Zustände  verändern,  als 
gleichwertig  anzusehen  ist;  immer  werden  wir  fragen 
müssen,  ob  nicht  dieses  aus  einem  größeren,  jenes  aus 
einem  kleineren  Komplex  früherer  Zustände  hervorge- 
gangen sein  würde."  Hier  wird  also  wieder  Erfahrung 
aufgenommen,  und  aus  dem  ganzen  Gedankengang  geht 
hervor,  daß  es  ihm  um  die  Übereinstimmung  mit  der 
Wirklichkeit  zu  tun  ist;  denn  man  sieht  deutlich,  daß  ohne 
die    „Ursprünglichkeit"    die    Übereinstimmung   sicher 
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nicht  vorhanden  wäre.  Diese  Forderung  nach  der  Ur- 
sprünglichkeit der  Spielräume  ist,  nach  v.  Kries,  erfüllt, 
wenn  das  Verhältnis  der  Spielräume,  „indem  wir  auf 
weiter  und  weiter  zurückgelegene  Vorzustände  re- 
kurrieren, ein  dauernd  unveränderliches 
bleibt";  wenn  wir  Naturkonstanten  zu  bestimmen 
haben,  wenn  die  Vorgangsreihen  voneinander  (phy- 
sisch) unabhängig  sind.  Im  ersten  Falle  haben  wir 
wieder  Erfahrung,  die  uns  für  wahrscheinlich  er- 
scheinen läßt,  daß  das  Verhältnis  der  Spielräume 
durchgängig  das  gleiche  ist  (ein  gewöhnlicher  Induktions- 
schluß);  bei  den  Naturkonstanten  wissen  wir  nicht, 
ob  der  Wahrscheinlichkeitswert  mit  dem  Experiment 
übereinstimmen  wird  oder  nicht,  und  bei  einem  Ein- 
zelfall kann  man  von  Übereinstimmung  auch  eigentlich 
nicht  sprechen,  und  im  dritten  Falle  wissen  wir  auch 
nichts. 

Es  spricht  daher  wenigstens  nicht  direkt  gegen  eine 
Übereinstimmung  und  das  in  dieser  Hinsicht  eintretende 
Schweigen  beim  gesunden  Menschenverstände  wird  für 
Zustimmung  gedeutet.  Wir  sehen  also :  Bei  allen  v.  Kries- 
schen  Forderungen  geht  ein  Stückchen  Erfahrung  mit  ein, 
(„so  involviert  schon  jedesmal  die  Behauptung,  daß  ein 
Größenverhältnis  von  Spielräumen  ein  ursprüngliches  sei, 
ein  in  der  Regel  nicht  unwichtiges  objektives  Wissen", 
S.  78)  und  dort,  wo  sie  aufhört,  bleibt  der  subjektive  Rest 
der  Unwissenheit,  in  der  Form  des  Prinzipes  v.  m.  Gr.: 
„daß  sich  im  jeweiligen  Stande  unserer  Kenntnisse  kein 
Grund  findet,  unter  ihnen  einen  für  wahrscheinlicher  als 
irgend  einen  anderen  zu  halten".  (S.  6.)  Und  immer  wie- 
der kann  man  dagegen  sagen,  ..daß  der  bloße  Mangel 
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eines  unterscheidenden  Grundes  noch  keineswegs  hin- 
reicht, um  gleichmögliche  Fälle  zu  konstituieren".  (S.  8.) 
Und  obwohl  dies  v.  Kries  so  ineinandergeschoben  darge- 
stellt hat,  so  hat  er  diese  Forderungen  doch  wieder  als 
nebeneinandergereihte  aufgestellt  und  die  „Indifferenz"  der 
Spielräume  als  fiauptträgerin  des  Pr.  v.  m.  G.  verfällt  im- 
mer noch  besonders  seiner  eigenen  Kritik. 

v.  Kries  tadelt  also  das  Prinzip  vom  mangelnden  Grun- 
de durch  die  bekannten  Argumente  und  führt  es,  nachdem 
er  für  einen  verwertbaren  WAnsatz  eine  möglichst  große 
Erfahrung  in  klassifikatorischer  Form  verlangt,  ohne  je- 
doch, wie  er  selbst  zugibt,  so  konsequent  zu  sein,  daß  er 
den  ganzen  Erkenntniswert  des  WAnsatzes  berücksich- 
tigen würde,  oder  daß  er  nur  solche  W  Ansätze  zuließe, 
in  denen  das  Theorem  v.  Bernoulli  gilt,  also  die,  bei  denen 
der  Erkenntniswert  =  1  ist,  selber  wieder  ein,  um  so  seinen 
eigenen  Argumenten,  nur  eine  Strecke  Weges  später, 
selbst  zu  unterliegen. 

Aber  abgesehen  von  diesen  prinzipiellen  Einwänden  hat 
die  v.  Kriessche  Theorie  noch  einen  anderen  wunden 
Punkt.  Er  glaubt,  daß  bei  allen  gegenwärtig  gebräuch- 
lichen und  durch  die  Praxis  bestätigten  WAnsätzen  seine 
Spielraumtheorie  realisiert  sei  und  unbewußt  zur  Grund- 
lage gemacht  werde.  In  bezug  auf  das  Vorhandensein 
dieser  Spielräume  bei  den  gebräuchlichen  WAnsätzen, 
also  bei  den  Zufallsspielen,  ist  er  genötigt,  den  Beweis  an- 
zutreten; denn  wenn  seine  Forderungen  nicht  einmal  hier 
realisiert  wären,  hätte  seine  Theorie  wenig  Aussicht  auf 
Annahme.  Er  fragt  sich  also,  „ob  wir  uns  nicht  in  bloßen 
Fiktionen  bewegen,  welche  eine  Anwendung  überhaupt 
nicht  finden".    Den  Beweis  dafür,  daß  diese  Frage  zu  ver- 
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neinen  ist,  kann  er  nach  seinem  eigenen  Geständnisse 
nicht  liefern:  „daß  dies  so  sei,  wird  zwar  niemals  streng 
bewiesen  werden  können",  er  glaubt  jedoch,  daß  die  An- 
nahme von  Spielräumen  „eine  sehr  naheliegende  und 
verständliche  Annahme",  oder,  wie  er  an  anderer  Stelle 
sagt,  Hypothese  sei. 

Dagegen  muß  nun  sogleich  gesagt  werden,  daß,  wenn 
sich  der  WAnsatz  nicht  darauf  gründet,  daß  die  Verhält- 
nisse tatsächlich  so  sind,  sondern  nur  darauf,  daß  sie  mut- 
maßlich oder  gar  nur  möglicherweise  so  bestehen,  der 
WAnsatz  nicht  den  von  ihm  ausgedrückten,  durch  die  Ver- 
hältniszahlen der  Spielräume  angegebenen  Wert,  sondern 
einen  geringeren  besitzt.  Man  müßte  ihn  also  noch  mit 
der  Wkeit,  daß  die  Spielraumhypothese  hier  realisiert 
ist,  multiplizieren.  Wir  bekommen  also  hier,  wie  auch  in 
den  meisten  Fällen  bei  der  Disjunktionstheorie,  nie  den 
wirklichen  Wert. 

Die  Spielraumhypothese  wird  aber  ganz  illusorisch, 
wenn  es  sich  zeigt,  daß  ihre  Existenz  selbst  nur  eine  ge- 
ringe Wkeit  besitzt,  daß  für  sie  nichts  spricht,  bzw.  mehr 
dagegen  spricht  als  dafür.  Zur  deutlicheren  Veranschau- 
lichung seiner  Lehre  konstruiert  sich  v.  Kries  ein  Spiel, 
das  Stoßspiel,  das  der  Typus  aller  Zufallsspiele  sein  soll. 
Dieses  Spiel  besteht  aus  einer  geraden,  horizontalen 
Rinne,  die  abwechselnd  in  schwarze  und  rote  Felder  ein- 
geteilt ist;  in  diese  Rinne  wird  eine  Kugel  gestoßen.  Nun 
ist  nach  v.  Kries  die  W,  daß  sie  auf  einem  schwarzen  oder 
einem  roten  Felde  liegen  bleibt,  dieselbe.  Und  zwar,  weil 
die  Wkeit,  daß  die  Kugel  auf  zwei  wenig  voneinander  ent- 
fernten Streifen  liegen  bleibt,  nahezu  dieselbe  ist,  was  nach 
v.  Kries  „kaum  zu  bezweifeln  ist",     v.  Kries  nennt  dies 


—     78     — 

stetige  WAnsetzung:  „wenig  verschiedenen  Werten  des 
Arguments  (Längenelement  der  Rinne)  gehören  wenig 
verschiedene  Werte  der  (W-)  Funktion  zu". 

Von  den  Stoßkräften  glaubt  v.  Kries  dasselbe  sagen  zu 
können :  der  Wert  der  Weglänge  ändert  sich  mit  der  Kraft 
des  Stoßes  gleichfalls  stetig,  d.  h.  wenig  verschiedenen, 
benachbarten  Wertbereichen  der  Weglängen  entsprechen 
ebenfalls  wenig  verschiedene  benachbarte  Wertbereiche 
der  Stoßkräfte.  Hieraus  gehe  hervor,  daß  die  WAn- 
setzung, welche  bezüglich  der  Weglänge  gemacht  wurde, 
auch  als  eine  bezüglich  der  Stoßkräfte  angesehen  und  er- 
setzt werden  könne. 

Das  Ausschlaggebende  beim  Spiel  sind  aber  die  Stoß- 
kräfte, und  der  Satz,  daß  die  Werte  der  Stoßkräfte,  welche 
sehr  kleinen  Änderungen  der  Weglänge  entsprechen,  auch 
sehr  klein  sind,  ist  bei  diesem  Idealspiel  wohl  plausibel, 
aber  daraus  folgt  gerade  noch  nicht,  daß  auch  die  Wkeiten 
solcher  wenig  verschiedener  Stoßkräfte  nur  wenig  von- 
einander verschieden  sind.  Hier  könnten  sich  ja  wohl 
Sprünge  zeigen. 

Dieses  Schema  wendet  nun  v.  Kries  auf  die  komplizier- 
ten Zufallsspiele  an;  er  spricht  hier  von  zusammenhängen- 
den Komplexen  von  Bewegungs  -Möglichkeiten, 
und  davon,  daß  sich  einem  bestimmten  Komplexe,  welcher 
beim  Würfelspiel  den  Wurf  6  ergäbe,  immer  andere,  in 
jeder  Beziehung  nur  ganz  wenig  verschiedene  und  von 
sehr  nahe  gleichem  Umfange,  an  die  Seite  stellen  lassen, 
welche  die  Würfe  1,  2,  3,  4,  5  bewirkten,  und  daß  diese 
6  Bewegungsarten  in  regelmäßiger  Abwechslung 
sich  wiederholend  den  ganzen  Spielraum  möglicher  Be- 
wegungen ausfüllen. 
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Hier  zeigen  sich  die  Unterschiede.  Beim  Stoßspiel  hat- 
ten wir  objektive  Spielräume,  Spielräume,  die  wir  sahen 
und  deren  Eigenschaften  wir  mit  unseren  Sinnen  fest- 
halten konnten;  hier  haben  wir  nur  Bewegungsmöglich- 
keiten, denen  sich  andere  im  Geiste  an  die  Seite  stellen 
lassen.  Was  spricht  für  solche  und  was  nützen  uns  Mög- 
lichkeiten? Was  spricht  dafür,  daß  sich  diesen  i  n  j  e  d  e  r 
Beziehung  nur  ganz  wenig  verschiedene  und  von  sehr 
nahe  gleichem  Umfange  an  die  Seite  stellen  lassen?  Und 
welche  Sicherheit  hat  man  dafür,  daß  diese  6  Bewegungs- 
arten sich  in  regelmäßiger  Abwechslung  wiederholen  und 
nebeneinander  liegen,  v/ie  die  schwarzen  und  roten  Felder 
beim  Stoßspiel?  Ich  glaube,  keine  große.  Bereits  Laem- 
mel  sagt,  daß  ein  Kriterium  für  das  Erfülltsein  der  Be- 
dingungen durchaus  fehle.  Außerdem  zeigt  eine  physika- 
lische Untersuchung  der  Zufallsspiele,  daß  tatsächlich  an- 
dere Verhältnisse  obwalten.  (Siehe  letztes  Kapitel!)  Eine 
ähnliche  Behauptung  stellt  v.  Kries  auch  für  das  Urnen- 
spiel auf:  bei  ihm  soll  der  WAnsatz  —  bei  gleicher  Anzahl 

schwarzer  und  weißer  Kugeln  nur  dann  ganz  korrekt  sein, 
wenn  neben  jeder  schwarzen  Kugel  gleich  eine  weiße  liegt. 
Daran  denkt  wohl  niemand,  der  den  genannten  WAnsatz 
macht,  und  die  Praxis  erweist  diese  Forderung  schlechter- 
dings als  unnötig.  Die  Spielraumhypothese  ist  also  zum 
Teil  überflüssig,  zum  Teil  ist  die  Wkeit  für  ihr  Zutreffen 
in  manchen  Fällen  so  gering,  daß  ihr  Wert  infolgedessen, 
wie  bereits  zu  Beginn  dieser  Erörterung  bemerkt  wurde, 
für  die  Lieferung  eines  objektiv  gültigen  WAnsatzes  illu- 
sorisch wird. 

Man  bezeichnete  in  unserer  Zeit  v.  Kries  vielfach  als 
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den  typischen  Vertreter  der  objektiven  Theorie  Das  ist 
er  wohl  nicht.  Dazu  fehlt  es  seinen  Ausführungen  an 
Folgerichtigkeit.  Seine  Theorie  ist  weder  so  konsequent, 
daß  sie  nur  objektiv  gültige  WAnsätze liefern  würde,  noch, 
daß  sie  den  ganzen  Erkenntniswert  des  WSchlusses  in 
sich  aufnehmen  würde.  Es  ist  nur  die  Wirkung  der  Argu- 
mente der  Theorie  vom  zwingenden  Grunde  auf  ihn 
größer,  als  die  der  Theorie  vom  mangelnden  Grunde,  was 
sich  aber  in  seinen  Ausführungen  in  rein  äußerlicher  Weise 
darin  zeigt,  daß  er  dem  Prinzip  vom  mangelnden  Grunde 
einen  kleineren  Spielraum  läßt,  als  wie  die  anderen  Ver- 
treter der  subjektiven  Richtung.  Der  konsequenteste  Ver- 
treter der  objektiven  Richtung  aller  bisher  genannten 
WTheoretiker  ist  J.  F.  Fries.  Und  wenn  ich  in  der  Ein- 
leitung zu  dieser  Schrift  gesprochen  habe  von  einer  histo- 
rischen Verfärbung  der  Ausdrücke  „objektive  und  subjek- 
tive Anschauungsweise",  so  habe  ich  damit  vornehmlich 
die  heute  vielfach  gebräuchliche  Identifizierung  der 
Kriesschen  Theorie  mit  der  objektiven  überhaupt  im  Auge 
gehabt. 

Wir  werden  nun  aus  dem  gesamten  bisherigen  Raison- 
nement  festhalten,  daß  bei  den  gebräuchlichen  WAnsätzen 
die  Fälle  wohl  aus  „zwingenden"  —  genauer:  aus  positi- 
ven —  Gründen  gleichmöglich  genannt  werden;  denn 
einerseits  ist  einmal  das  Wissen,  das  wir  bei  diesen  Fällen 
besitzen,  ein  entschieden  größeres,  als  die  bloße  Unkennt- 
nis über  die  Beschaffenheit  der  einzelnen  Disjunktions- 
glieder es  ist,  und  andererseits  muß  der  WAnsatz  alles 
verfügbare  Wissen  in  sich  aufgenommen  haben.  Trotz- 
dem bleiben  wir  aber  dabei,  daß  das  WUrteil  subjektiven 
Charakter  hat  und  daß  diese  Subjektivität  auf  der  Un- 
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wissenheit  beruht.  Von  WUrteilen  sprechen  wir  nur  dann, 
und  immer  dann,  wenn  wir  etwas  nicht  sicher  wissen. 
Desgleichen  muß  das  vollkommene  Wissen  über  irgend- 
eine Urteilsmaterie  für  alle  Menschen  dasselbe  sein;  die' 
Subjektivität  tritt  erst  durch  den  größeren  oder  geringe- 
ren Qrad  der  Unwissenheit,  die  jemand  über  eine  Urteils- 
materie besitzt,  ein.  Dadurch  wird  auch  die  Veränder- 
lichkeit des  WUrteils  bedingt.  Wir  werden  infolgedessen 
den  Einwänden  der  objektiven  Anschauungsweise  zu- 
geben, daß  ein  solcher  WAnsatz  mit  dem  tatsächlichen 
Ergebnis  nicht  übereinstimmen  wird,  behaupten  aber  da- 
hingegen, daß  dies  eine  Forderung  ist,  die  bei  den  ge- 
bräuchlichen Ansätzen  für  den  Einzelfall  überhaupt  ein 
Nonsens  ist.  Wir  haben  dann  allerdings  auch  kein  Recht, 
eine  praktische  Bestätigung  unserer  WAnsätze  zu  erwar- 
ten und  verzichten  hiermit  auch  auf  das  Anrecht,  in  jenen 
praktischen  Fällen,  wo  wir  nur  Werte  von  der  Sicherheit 
der  Durchschnittswerte  brauchen  können,  eine  Grundlage 
für  die  Berechnungen  zu  bieten. 

Hiermit  würden  wir  aber  noch  nicht  auf  jeden  Wert  un- 
serer WUrteile  überhaupt  verzichten.  Es  hat  zweifels- 
ohne für  uns  Vorteile,  wenn  das  WUrteil  das  bietet,  daß 
es  unser  gegenwärtig  für  eine  Urteilsmaterie  zur  Ver- 
fügung stehendes  Wissen  logisch  geregelt  enthält  und  da- 
durch einen  klaren,  wenn  möglich  mathematisch  gemesse- 
nen Überblick  über  unsern  Wissensstand  bezüglich  der  be- 
treffenden Urteilsmaterie  darstellt.  Die  Disjunktions- 
theorie und  die  Spielraumtheorie  sind  nach  Vorausge- 
gangenem allerdings  nicht  fähig,  derartig  charakterisierte 
Urteile  zu  liefern.  Aber  deshalb  brauchen  wir  noch  nicht 
von  den  als  richtig  erkannten  Ansichten  selbst  abzulassen. 

6 
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Es  wird  sich  jetzt  nur  darum  handeln,  wie  wir  dieselben 
alle  unter  einen  Hut  bringen,  und  in  welcher  Weise  die  De- 
finition der  Wkeit  und  der  darauf  basierende  Kalkül  da- 
durch beeinflußt  wird. 

Von  den  größeren  Werken  aus  dem  Gebiete  der 
WTheorie  ist  noch  das  von  Dr.  Ludwig  Qoldschmidt:  „Die 
Wahrscheinlichkeitsrechnung,  Hamburg  u.  Leipzig  1897", 
zu  erwähnen.  Qoldschmidt  hat  nicht  nur  besser  als  alle 
seine  Vorgänger  die  streitenden  Anschauungen  ausein- 
andergehalten, sondern  er  hat  auch  das  Verdienst,  den 
Weg  gezeigt  zu  haben,  auf  dem  das  durch  sie  hervorgeru- 
fene Problem  zu  lösen  ist,  wenn  er  ihn  auch  im  großen 
und  ganzen,  und  besonders  in  den  gewissermaßen  ex 
officio  ausgesprochenen  Ansichten  nicht  gegangen  ist, 
sondern  nur  da  und  dort  auf  ihn  gezeigt  hat. 

Goldschmidt  führt  aus,  daß  die  Mathematik  Größenbe- 
ziehungen verlange,  die  Wkeit  Gründe,  und  daß  wir  da- 
her, da  diese  Gründe  im  allgemeinen  nicht  exakt  wägbar 
und  infolgedessen  für  die  WRechnung  auch  nicht  verwert- 
bar sind,  aus  dem  allgemeinen  Begriffe  der  Wkeit  den 
der  mathematischen  herausheben  müssen.  Aus  diesen 
allgemeinen  Verfahrungsweisen  des  Verstandes  müsse 
„sie  sich  ableiten  lassen,  wie  das  Besondere  aus  dem  All- 
gemeinen überhaupt."  Er  polemisiert  glücklich  gegen  die 
sogenannte  logische  Theorie,  welche  die  WRechnung  für 
das  logische  Schema  unserer  WUrteile  hält  (Stumpf  und 
seine  Anhänger,  sowie  fast  alle  seine  zeitlichen  Vor- 
gänger, insbesondere  aber  die  Logiker  Lotze,  Lange  und 
Sigwart)  und  hebt  die  Schwächen  der  Sigwartschen  Be- 
gründung der  WDefinition  richtig  hervor.  Sigwart  sagt 
in  der  betreffenden  Stelle  (Logik  II,  S.  270) :  „Gehen  wir 
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davon  aus,  daß  eine  dieser  Möglichkeiten  (über  welche 
die  Unwissenheit  sich  erstreckt)  allein  wahr  ist,  daß  wir 
aber  nicht  wissen,  welche,  so  ist  die  Sicherheit,  mit  der 
wir  die  Wahrheit  einer  bestimmten  erwarten  dürfen,  d.  h. 
die  Wkeit  dieser  einen,  offenbar  größer,  wenn  wir  uns  die 
Wahl  zwischen  zweien,  als  wenn  wir  die  Wahl  zwischen 
drei  oder  vier  Möglichkeiten  haben,  sienimmtabpro- 
portional  der  Zahl  der  Glieder,  ist  also  in  ihrer 
Größe  durch  den  reziproken  Wert  dieser  Zahl  ausdrück- 
bar." Goldschmidt  zweifelt  nun  diese  proportionale  Ab- 
nahme an,  sie  schwebe  in  der  Luft.  Sagen  wir  z.  B.: 
„Wenn  wir  zwei  befreundete  Magnetpole  um  1,  2,  3  mm 
voneinander  entfernen,  so  nimmt  die  Anziehung  mit  jedem 
mm  sichtlich  ab;  sie  nimmt  ab  proportional  der  Zahl  der 
mm",  so  ist  dieser  Satz,  wie  wir  wissen,  falsch.  Daher 
wird  diese  obige  Proportionalität  nicht  als  richtig  ge- 
folgert. (S.  61.)  In  dieser  Feststellung  des  Mangels 
der  notwendigen  Folgerichtigkeit  kann  ich  ihm  völlig  bei- 
pflichten, desgleichen  auch,  wenn  er,  zum  Schlüsse  rekapi- 
tulierend, diesen  Gedanken  in  folgender  Form  wieder- 
bringt (S.  85):  „Der  logische  Zwang,  der  z.  B.  dem 
Schlüsse:  Barbara  innewohnt,  läßt  sich  mit  dem  durch 
alle  nötigen  Voraussetzungen  gestützten  Schlüsse:  S  ist 
entweder  ein  Glied  von  a  Gliedern  pu  ß  Gliedern  p2  .  .  » 
also  ist  die  Wkeit  dafür,  daß  S  ein  pt  ist 

a 
~  a  +  ß+  ... 
nicht  vergleichen.  .  .  .    Die  mathematische  Wkeit  ist  also, 
trotz  ihrer  plausiblen  Stipulationen  und  angesichts  ihrer 
im  wirklichen  Geschehen  ruhenden  Schemata,  keine  rein 
logische  Funktion  der  Urteilsmaterie,  und    was    an    ihr 
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mathematisch  ist,  verlangt,  daß  die  lediglich  logische  Dis- 
junktion als  Berechtigung  zur  Aufstellung  einer  mathe- 
matischen Wkeit  nicht  angesehen  werden  dürfe."  Aber 
nicht  mehr  zustimmen  kann  ich  ihm  in  der  Art  und  Weise, 
wie  er  die  mathematische  Wkeit  aus  dem  allgemeinen  Be- 
griffe der  Wkeit  ableitet,  wenn  er  also,  diese  als  unrecht- 
mäßig gefolgert  erklärte  Proportionalität  auf  andere 
Stützen  bringend,  S.  61  weiterfährt:  „Man  setzt  sie  (je- 
doch) als  das  einfachste  Verhalten,  und  in  dieser  Bedeu- 
tung soll  sie  auch  hier,  wenn  nicht  als  zwingend,  so  doch 
als  natürlich,  und  wie  sich  gezeigt  hat,  als  zweckmäßig 
nicht  behauptet,  sondern  dekretiert  werden  und  man  muß 
abwarten,  ob  sie  zu  Unzuträglichkeiten  führen  kann."  Die 
Gleichungen  x  :  y  —  tO  :  20  und  x  X  y  =  1,  welche  die 
Grundlage  der  ganzen  WRechnung  bilden,  sind  „somit  le- 
diglich eine  Sache  der  Übereinkunft,  nach  welcher  freilich 
sich  jede  Definition  der  Wkeit  zu  richten  haben  wird". 
Goldschmidt  baut  dann  die  Definition  der  mathematischen 
Wkeit  gleichfalls  wieder  auf  dem  disjunktiven  Urteile  auf, 
wenn  auch  mit  arithmetischer  Disjunktion,  und  definiert 

n 

S.  83  also:    Jede  beliebige  Urteilsmaterie  nennen   wir  -jz 

wahrscheinlich,  wenn  wie  sie  auffassen  müssen  („können" 
bei  Stumpf)  als  eines  von  /z-Gliedern  (günstigen  Fällen) 
innerhalb  einer  Gesamtheit  von  N  -  Gliedern  (möglichen 
Fällen),  von  denen  wir  wissen,  daß  eines  und  nur  eines 
wahr  ist."  Über  die  gleichwahrscheinlichen  (=  gleich- 
möglichen) Fälle  aber  spricht  er  (S.  85):  „Man  wird  viel- 
mehr gut  tun,  den  Spielraum,  welchen  Laplace  und  die 
alte  Schule  dem  Momente  des  Nichtwissens  ein- 
räumen, gänzlich  zu  beseitigen  und  sich  auf  lediglich 
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positive  und  eindeutige  Daten  zu  verlassen.  Die  gleich- 
wahrscheinlichen Fälle  verlangen  mathematische  und  be- 
dingen schärfste  physikalische  Gleichheit,  die 
in  den  landläufigen  Beispielen  überall  vorausgesetzt  oder, 
wie  man  auch  behaupten  darf,  konstruiert  oder  fingiert 
ist."    (Ähnlich  S.  108.) 

Diese  Definierung  der  mathematischen  Wkeit  trotz  der 
sonstigen  fortschrittlichen  Gesinnung  Goldschmidts  dürfte 
wohl  dem  historischen  Einflüsse,  dem  Banne  der  Eleganz 
des  mathematischen  Gebäudes  zuzuschreiben  sein.  Gegen 
sie  erheben  sich  folgende  Einwände.  Zunächst  gegen  die 
Auffassung  der  Wkeitsdefinition  als  einer  konventio- 
nellen. Von  einem  WAnsatze,  der  auf  einer  dekretierten 
WDefinition  ruht,  ist  eine  objektive  Gültigkeit  geradeso 
wenig  zu  erwarten,  wie  von  einem  „Unwissenheits"-An- 
satze;  denn  die  Ergebnisse  der  wirklichen  Vorgänge  rich- 
ten sich  nicht  nach  Dekretierungen  und  Konventionen  und 
eine  Übereinstimmung  wäre  wiederum  nur  eine  zufällige. 
Eine  natürliche  Wkeitdefinition,  welche  die  alte  Unwissen- 
heitsdefinition (Sigwart-Stumpf)  zu  sein  glaubte,  würde 
wenigstens  die  „allgemeinen  Verfahrungsweisen"  des  Ver- 
standes ausdrücken,  und  ihr  WAnsatz  hätte  sohin  logische 
bzw.  erkenntnistheoretische  Bedeutung,  während  einer 
Konventionsdefinition  auch  diese  Bedeutung  nicht  zukommt. 
Methoden  des  Urteilens  und  logische  Regeln  können  nicht 
dekretiert  werden.  Außerdem  zeigt  die  objektive  Gültig- 
keit der  alten  WAnsatze  in  gewissen,  ganz  bestimmte  Cha- 
rakterzüge aufweisenden  Fällen,  daß  sie  doch  auf  einer 
andern  Grundlage  ruhen  dürften,  als  auf  bloßer  Überein- 
kunft. 

Haben  wir  soeben  wieder  zum  Teil  die  Kraft  der  Argu- 
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mente  der  objektiven  Anschauungsweise  gespürt,  so  wer- 
den wir  beim  nächsten  Einwand,  der,  wie  die  folgenden, 
gegen  die  Definition  selbst  gerichtet  ist,  die  der  subjek- 
tiven erkennen.  Die  Forderung  Goldschmidts,  das  Nicht- 
wissen gänzlich  zu  beseitigen,  kann  nicht  erfüllt  werden. 
Ein  jeder  WAnsatz  muß  ein  Nichtwissen  enthalten,  sonst 
haben  wir  vielleicht  die  Formel  eines  physikalischen  Ge- 
setzes vor  uns,  aber  keinen  Wahrscheinlichkeit s- 
Ansatz  mehr.  Und  dann  sollte  man  die  „gleichwahrschein- 
lichen" Fälle  auch  nicht  mehr  mit  diesem  Attribut  bezeich- 
nen, sondern  etwa  mit  dem  Adjektiv:    gleichhäufig. 

Die  Definition  Goldschmidts  verlangt  mir  zuviel.  Ich 
glaube,  und  auch  Goldschmidt  spricht  einmal  diesen  Ge- 
danken aus,  wir  können  schon  von  mathematischer  Wkeit 
sprechen,  wenn  die  Gründe,  die  das  WUrteil  bestimmen, 
bloß  die  Forderung  der  Gleichgewichtigkeit  erfüllen.  Die 
Forderung  nach  schärfster  physikalischer  Gleichheit  der 
Fälle  ist  nicht  nur  in  den  landläufigen  Fällen  nicht  voraus- 
gesetzt, sondern  wohl  überhaupt  nicht  erfüllbar.  Bei  je- 
dem Zufallspiel  sind  wir  über  eine  ganze  wohl  charakte- 
risierte Klasse  von  Dingen  in  völliger  Unwissenheit,  ohne 
daß  wir  deshalb  den  gebräuchlichen  WAnsatz  für  un- 
brauchbar erklären  würden:  über  die  ganze  Gruppe  der 
Handbewegungen,  über  die  Fallhöhe,  über  die  Art  und 
Weise  des  Mischens,  Dinge,  die  z.  B.  beim  Lotteriespiel 
eine  erhebliche,  fast  unentwirrbare  Komplikation  erreichen 
können,  wissen  wir  so  gut  wir  nichts. 

Geht  jedoch  die  Forderung  Goldschmidts  nach  schärf- 
ster physikalischer  Gleichheit  der  Fälle  und  nach  völliger 
Beseitigung  des  Nichtwissens  nicht  so  weit  und  beschränkt 
sie  sich  nur  auf  die  völlige  Gleichheit  der  Konstruktion 
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z.  B.  des  Würfels,  so  leistet  seine  Definition  der  mathe- 
matischen Wkeit  wiederum  zu  wenig.  Ein  leiser  Grund 
und  eine  leise  Kenntnis  von  jenen  im  Schatten  der  Unwis- 
senheit liegenden  Dingen,  daß  etwa  die  Handbewegungen 
das  jeweilig  vorausgegangene  „Ereignis"  begünstigen, 
macht  sie  sofort  unanwendbar  und  die  gleichmäßige  Kon- 
struktion des  Würfels  verliert  für  die  WBestimmung  an 
„Gewichtigkeit",  ist  nicht  mehr  das  Ausschlaggebende 
wie  früher. 

Verstünde  jedoch  Goldschmidt  unter  der  schärfsten 
physikalischen  Gleichheit  der  Fälle  nur  die  strengste 
Gleichhäufigkeit  (was  an  dieser  Stelle  indes  wohl  nicht 
der  Fall  ist),  so  benötigen  wir  den  ganzen  komplizierten 
Apparat  der  WRechnung  mit  seinen  Urnen  und  Ähnlichem 
nicht  mehr,  auch  brauchen  wir  die  Forderung  nach  der 
regelmäßigen  Konstruktion  des  Würfels  u.  dgl.  nicht  zu 
erheben;  es  reicht  hin,  wenn  eine  Begünstigung  nach  der 
einen  Seite  durch  irgendeinen  im  entgegengesetzten  Sinne 
wirkenden  Umstand  wettgemacht  wird,  so  daß  nach  der 
Fall-Statistik  die  Fälle  gleich„möglich"  sind.  Diese  statt- 
findende Kompensation  brauchen  wir  jedoch  nicht  zu  ken- 
nen; uns  genügt  das  Endresultat.  Die  Statistik  gehört 
aber,  wie  Goldschmidt  übrigens  selbst  an  anderer  Stelle 
sagt,  eigentlich  nicht  mehr  in  das  Gebiet  der  WLehre  hinein 
Ich  glaube  also,  die  Art  und  Weise,  wie  Goldschmidt 
aus  den  allgemeinen  Verfahrungsweisen  des  Verstandes 
den  Begriff  der  mathematischen  Wkeit  heraushebt,  und 
diese  dann  selbst  sehr  an  die  bisherige  Definition  anleh- 
nend definiert,  läßt  sich  weder  aufrechterhalten,  noch  mit 
den  von  Goldschmidt  an  anderen  Stellen  vorgetragenen 
Ansichten  in  Übereinstimmung  bringen. 
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Bezüglich  des  Theorems  V.  Bernoulli  sind  die  Anschau- 
ungen Goldschmidts  folgende,  wobei  ich  mich  der  Czuber- 
schen  Zusammenfassung  bediene:  Es  ist  selbstverständ- 
lich, daß  das  wirkliche  Geschehen  der  Kombination  ent- 
spreche oder  nahekomme,  welche  als  die  wahrschein- 
lichste sich  ergibt,  weil  ein  anderes  absurd  wäre;  das  be- 
rühmte Theorem  gäbe  daher  keinen  Beweis  eines  Gesetzes 
der  großen  Zahlen,  sondern  setze  nur  den  Gedankengang 
des  alltäglichen  Verstandes  in  eine  arithmetische  Formel 
um.  Er  selbst  schreibt  S.  151 :  „Gesetzt,  das  Ereignis  E 
und  das  entgegengesetzte  E'  haben  die  gleiche  Wkeit,  so 
ist  es  für  2  /(Ereignisse  E  oder  E'  am  wahrscheinlichsten, 
daß  ^(Ereignisse  E  und  ^Ereignisse  E'  auftreten,  denn 
wäre  das  nicht,  sondern  eine  andere  Verteilung  wahr- 
scheinlicher, so  wären  ja  E  und  £"  nicht  gleichwahrschein- 
lich, also  .  .  .  q.  e.  d." 

S.  154.  „Die  Behauptung,  daß  der  wahrscheinlichsten 
Verteilung  der  Ereignisse  in  einer  Versuchsreihe  das  Ver- 
hältnis der  Einzelwahrscheinlichkeiten  entspricht,  ent- 
stammt dem  Begriff,  wie  er  sich  im  gemeinen  Verstände 
vorfindet." 

Mit  diesen  Ansichten  kann  ich  mich,  vorläufig  bemerkt, 
nicht  einverstanden  erklären.  Das  Bernoullische  Th.  be- 
hauptet mehr  als  bloß  die  gleiche  Verteilung  der  Ereig- 
nisse E  und  E'\  es  sagt  auch  etwas  über  die  Wkeit  der 
einzelnen  Kombinationen  und  damit  der  reinen  Gruppen. 
Außerdem  möchte  ich  auf  die  verschiedene  Bedeutimg 
des  Wortes:  wahrscheinlich  im  Zitat  von  Seite  151  hin- 
weisen, die  im  zweiten  Zitat  ihre  Illustration  erhält.  Wenn 
ich  sage:  das  Ereignis  E  und  das  Ereignis  £"  sind  gleich- 
wahrscheinlich, so  kann  der  „gemeine  Verstand",  da  sich 
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dieser  etwas  verschwommene  Begriff  sowohl  aus  der 
Tätigkeit  des  Schließens,  Überlegens,  wie  aus  dem  Er- 
fahrungsinhalte zusammensetzt,  entweder  darunter  ver- 
stehen, daß  das  Eintreffen  beider  Ereignisse,  miteinander 
verglichen,  gleich  begründet  erscheint,  oder  daß  sie  gleich 
häufig  sind.  Findet  sich  ja  bereits  bei  Laplace  stellen- 
weise das  Wort  wahrscheinlich  mit  der  Bedeutung:  häu- 
fig. Der  gleiche  Bedeutungsgegensatz  dürfte  beispiels- 
weise auch  den  Ausdrücken:  apriorische  und  aposterio- 
rische Wahrscheinlichkeit  zugrunde  liegen.  Nimmt  man 
nun  im  Zitat  S.  151  den  Ausdruck:  „die  gleiche  Wahrschein- 
lichkeit haben",  im  Sinne  von  gleich  begründet,  welche  Be- 
deutung ich  bei  Qoldschmidt  schon  annehmen  kann,  so 
folgt  daraus  gar  nicht,  daß  das  wirkliche  Geschehen  der 
Kombination  entspreche,  und  daß  „es  f  ü  r  2  ^Ereignisse  E 
oder  E'  am  wahrscheinlichsten  ist,  daß  ^Ereignisse  E 
und  ^Ereignisse  E'  auftreten";  für  uns  könnte  es  mög- 
licherweise am  wahrscheinlichsten  sein  (obwohl  ich  es  an- 
zweifle und  der  Ansicht  bin,  daß  wir  für  eine  solche  Ver- 
mutung noch  einen  besonderen  Grund  haben  müssen), 
wenn  Goldschmidt  aber  schreibt,  für  die  Ereignisse 
ist  es  am  wahrscheinlichsten,  so  hat  er  dabei  offenbar  an 
eine  objektive  Wahrscheinlichkeit  gedacht  und  dann  ist 
seine  Behauptung  unrichtig.  Nimmt  man  einen  solchen 
Bedeutungswechsel  nicht  an,  und  faßt  man,  um  die  andere 
Möglichkeit  auch  noch  ins  Auge  zu  fassen,  den  ersten  Aus- 
druck :  gleiche  Wahrscheinlichkeit  im  Sinne  von  „gleicher 
Häufigkeit",  so  ist  sein  Ausspruch  eine  bloße  Tautologie; 
nimmt  man  ihn  an,  so  scheint  das  Bern. sehe  Theorem  zwar 
eine  interessante  Erklärung  zu  finden,  aber  der  Schluß  ist 
dann  nicht  zwingend,  sondern  unrichtig.  Weil  aus  unseren 
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Kenntnis-  und  Unkenntniszuständen  nichts  für  die  objek- 
tive Welt  folgen  kann.  Ähnlich  verhält  es  sich  mit  dem 
zweiten  Zitat.  Die  Behauptung,  daß  der  wahrschein- 
lichsten Verteilung  der  Ereignisse  in  einer  Versuchsreihe 
das  Verhältnis  der  Einzelheiten  entspricht,  entstammt  nur 
dann  dem  Begriff,  wie  er  sich  im  gemeinen  Verstände  vor- 
findet, wenn  ich  bei  den  Einzelwahrscheinlichkeiten  die 
Häufigkeitszahlen  im  Kopfe  habe.  In  diesem  Falle  habe 
ich  aber  kein  analytisches  Urteil,  wie  Qoldschmidt  glaubt. 
Verstehe  ich  aber  unter  Wkeit  im  Ausdruck :  Einzelwkeit 
den  andern  WBegriff,  der  sich  noch  im  gemeinen  Ver- 
stände vorfindet,  den  apriorischen,  dann  geht  daraus  diese 
Behauptung  nicht  hervor.  Es  ist  dies  auch  eine  Ver- 
mengung der  subjektiven  und  objektiven  Anschauungs- 
weisen. Aber  diese  Vermengung  steckt  eigentlich  schon 
in  dem  unvorsichtigen  Gebrauch  des  Begriffes:  gesunder 
Menschenverstand,  der  ja  ein  Sammelsurium  aller  geisti- 
gen Fähigkeiten  einschließlich  des  Gedächtnisses  ist.  Ab- 
gesehen davon  ist  auch  der  Ausdruck:  „entstammt  dem 
Begriff,  wie  er  sich  im  gemeinen  Verstände  vorfindet", 
nicht  ganz  eindeutig.  Wenn  auch  die  Wkeit  bei  Zufalls- 
spielen u.  dgl.  oft  an  der  Häufigkeit  gemessen  wird,  so 
daß  im  saloppen  Gebrauch  ..wahrscheinlich"  und  „Häufig- 
keitsziffer" auch  für  synonyme  Ausdrücke  verwendet  wer- 
den, so  ist  doch  der  Begriff,  ich  sage  der  Begriff,  der 
Wkeit  im  gemeinen  Verstände  noch  nicht  gleich  dem  Be- 
griff der  Häufigkeit. 

Eine  weitere  Vermengung  der  subjektiven  und  objek- 
tiven Anschauungsweisen,  verursacht  durch  die  Gründung 
der  WDefinition  auf  die  physikalische  Gleichheit  der 
gleichwahrscheinlichen  Fälle,  könnte  man  es  auch  nennen. 
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insofern  nicht  die  Kantschen  Kategorien  die  Ursache  wa- 
ren, wenn  Qoldschmidt  glaubt,  daß  die  Wkeit  das  Kausali- 
tätsgesetz zur  Voraussetzung  habe.  In  den  die  objek- 
tive Welt  betreffenden  WAnsätzen  muß  ich  allerdings 
auch  das  Kausalitätsgesetz  berücksichtigen  und  in  Rech- 
nung ziehen,  daß  ich  nicht  etwa  aus  einer  verdeckten 
leeren  Urne,  wie  Qoldschmidt  als  Beispiel  anführt,  in  die 
ich  soeben  eine  weiße  Kugel  gelegt  habe,  irgend  etwas  an- 
deres herausnehme,  aber  in  der  Weise,  daß  ich  seinen 
„Sicherheits"wert  in  den  WAnsatz  mit  hineinnehme,  wenn 
ich  es  wegen  der  verhältnismäßigen  Sicherheit  des  Kau- 
salitätsgesetzes nicht  vorziehe,  es  ganz  unberücksichtigt 
zu  lassen,  um  mir  das  klare  Bild  der  andern  Zahlen  nicht 
zu  stören.  Daß  aber  der  W  B  e  g  r  i  f  f  das  Kausalitäts- 
gesetz nicht  zur  Voraussetzung  hat,  geht  daraus  hervor, 
daß  ich  doch  selber  wieder  fragen  kann,  wie  wahrschein- 
lich ist  es,  daß  ich  aus  der  Urne,  in  die  ich  soeben  eine 
weiße  Kugel  hineingelegt  habe,  beim  Ziehen  nicht  etwas 
anderes  herausnehmen  kann,  d.  h.,  daß  ich  eben  nach  der 
Wkeit  des  Kausalitätsgesetzes  selbst  fragen  kann.  Aber 
wenn  man  im  WAnsatz  eine  objektive  Bedeutung  sehen 
will,  liegt  der  Gedanke  nahe,  daß  der  Wkeitsbegriff  das 
Kausalitätsgesetz  zur  Voraussetzung  habe. 

Ich  kann  mich  leider  nicht  länger  mit  den  Goldschmidt- 
schen  Ausführungen  beschäftigen.  Ich  mußte  mich  damit 
begnügen,  seine  fortschrittliche  Stellung  zu  skizzieren  und 
die  wichtigsten  Punkte,  bei  denen  unsere  Meinungen  aus- 
einandergehen, anzuführen. 

Als  Proben  aber  des  neuen  Geistes,  der  durch  das  Gold- 
schmidtsche  Buch  weht,  seien  noch  folgende  Stellen  an- 
geführt.   „Aus  Möglichkeiten,  die  nur  in  unserem  Denken 
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vorhanden  sind,  kann  für  eine  Beurteilung  der  Wirklich- 
keit nichts  folgen,  so  wenig  für  die  Gewißheit  als  für  die 
Wkeit."  „Wesentlich  aber  ist  die  physikalisch-mecha- 
nische Form  aller  dieser  Beispiele,  die  auch  nur  scheinbar 
verloren  geht,  wenn  man  etwa  einen  Menschen  eine  der 
ersten  10  Zahlen  erraten  läßt  oder  ähnliches."  „Welcher 
blasphemische  Gedanke,  den  Begriff  des  Zufallsspieles  auf 
die  Allmutter  Natur  anzuwenden,  der  wir  selbst  unser  Da- 
sein verdanken."  „Wird  nun  ein  Dritter,  der  unbeteiligt 
ist,  und  ohne  Kenntnis  der  Geschäfte  die  Statistik  liest, 
wenn  er  von  diesen  Zahlen  auf  die  Zukunft  schließt,  das 
Urnenschema  nötig  haben?"  „In  der  Statistik  ist  schon 
der  Begriff  der  Wkeit  eine  Schwierigkeit,  die  man  nur  als 
alte  Gewohnheit  beibehält."*) 

Mit  diesen  Gedanken  will  ich  dies  Kapitel  schließen  und 
sie  als  eine  Art  Präludium  gelten  lassen  für  die  Erörte- 
rungen der  folgenden  Kapitel.**) 


*)  In  ähnlicher  Weise  wie  die  beiden  letztzitierten  Äußerungen 
spricht  sich  auch  Bruns  aus  (Kollektivmaßlehre  S.  201  u.  239): 
„Aus  der  Bernoullischen  Formel  machte  man  ein  Prokrustes- 
bett, in  das  sich  die  Reihen  der  Statistik,  sobald  sie  nur  recht 
großeZahlen  enthielten,  unweigerlichmußten  einspannen  lassen." 
„(Für  den  statistischen  Versuch)  wird  die  Heranziehung  der 
Bayesschen  Regel  zu  einem  völlig  überflüssigen  Ballast." 

**)  Die  Arbeit  war  bereits  dem  Drucke  übergeben,  als  von 
Dr.  Sam.  Lourie  ein  Buch  unter  dem  Titel  „Die  Prinzipien  der 
WRechnung"  erschien.  Die  Begründung  des  WKalkuls  auf  dem 
disjunktiven  Urteil  hat  damit  einen  neuen  Verfechter  gewonnen; 
andere  Probleme  werden  wenig  berührt.  Obwohl  die  von  mir 
in  dieser  Sache  vorgebrachten  Gegengründe  in  keiner  Weise 
tangiert  werden,  beschloß  ich,  die  Frage,  ob  es  eine  logische  oder 
auch  nur  psychologische  Funktion  unseres  Intellektes  sei,  daß 
bei  völligem  Nichtwissen  „die  Begriffsplätze,  welche  das  Prädikat 
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im  disjunktiven  Urteil  dem  Subjekte  bietet"  (Lourie),  gleich  ge- 
setzt werden,  psychographisch  zu  untersuchen.  Sieben  Personen 
verschiedenen  Bildungsgrades,  die  die  gebräuchliche  WTheorie 
nicht  kannten,  wurden  folgende  Urteilsmaterien  vorgelegt:  1.  Urne 
mit  schwarzen  und  weißen  Kugeln,  2.  Obstanger  mit  20  Äpfel- 
und  Birnenbäumen,  3.  Korb  mit  Äpfeln,  Birnen  und  Zwetschken, 
alles  in  unbekanntem  Mischungsverhältnis.  Dann  wurden  die 
Fragen  gestellt:  In  welchem  Ausmaße  zueinander  nehmen  Sie 
die  einzelnen  Arten  an?  Wie  wahrscheinlich  ist  das  Treffen 
der  einzelnen  Arten?  Dazu  die  Eventualfrage:  In  welchem 
gegenseitigen  Ausmaße  stellen  Sie  sich  die  einzelnen  Arten  als 
vorhanden  vor?  Ergebnisse:  Ad  1).  Alle  Antworten  auf  die  zwei 
ersten  Fragen  drücken  die  Unmöglichkeit  einer  Antwort  aus 
(„Ich  kann  absolut  nichts  sagen",  „Über  so  etwas  kann  man 
nicht  einmal  raten",  „Es  ist  unmöglich");  die  dritte  Frage  wurde 
nur  viermal  beantwortet,  dreimal  wurden  die  weißen,  einmal  die 
schwarzen  in  der  Überzahl  vorgestellt.  Ad  2).  Bei  den  ersten 
2  Fragen  wurde  bis  auf  einen  Fall,  wo  die  heimatlichen  Verhält- 
nisse als  Ursache  bezeichnet  wurden,  wieder  die  Unmöglichkeit 
einer  Antwort  betont,  bei  der  3.  Frage  wurde  in  3  Fällen  das 
Überwiegen  der  Äpfelbäume  (12:8,  14:6,  unbestimmt)  angegeben. 
Ad  3).  In  allen  Fällen  wurden  prompt  die  Zwetschken  als  in 
größerem  Ausmaße  vorhanden  angegeben,  auch  dem  Räume  nach, 
dann  folgten  in  4  Fällen  die  Äpfel,  in  3  die  Birnen.  Eine  Frage, 
ob  die  Sterne  gleich  oder  ungleich  von  uns  entfernt  seien,  wurde 
von  der  betreffenden  Persönlichkeit,  die  nicht  wußte,  daß  deren 
Entfernungen  überhaupt  gemessen  werden  können,  im  Sinne  der 
Ungleichheit  beantwortet.  Ich  glaube,  von  der  angegebenen 
Funktion  des  menschlichen  Geistes  kann  nach  dem  nicht  mehr 
gesprochen  werden. 


3.  Kapitel. 

Kritik  der  Laplaceschen  Prinzipien. 
Übersicht. 

Einleitung.  Das  1.  und  2.  Prinzip:  Der  Additionssatz. — Das 
3.  Prinzip:  Der  Multiplikationssatz.  Ableitung  und  Kritik  in  Hin- 
sehung auf  die  objektive  Theorie  und  die  Logik.  Beispiele  und 
deren  Besprechung.  J.  Bernoulli.  —  Das  Theorem  von  Bernoulli. 
Ableitung;  sein  Zusammenhang  mit  den  anderen  Sätzen  der 
WTheorie.  Kritik.  Die  Trugschlüsse  aus  dem  Th.  v.  B. ;  Laplace 
und  v.  Kries.  —  Das  4.  Prinzip.  Ableitung  und  Kritik;  Besprechung 
der  Beispiele.  —  Das  5.  Prinzip.  Ableitung  und  Kritik.  Das 
Verhältnis  der  empirischen  Wkeit  zur  apriorischen;  Stumpf.  — 
Das  6.  Prinzip.  Ableitung  und  Kritik.  Seine  Anwendung  zur 
logischen  Hypothesenbewertung;  F.  Hillebrand. 

Kritik  der  Laplaceschen  Prinzipien. 

Im  allgemeinen  scheint  bezüglich  der  WLehre  die  An- 
sicht zu  herrschen,  daß  für  ihren  weiteren  Ausbau  die 
Entscheidung  in  der  Prinzipien-  oder  richtiger  Funda- 
mentenfrage, nämlich  in  der  Frage  der  gleichmöglichen 
Fälle  und  der  dadurch  beeinflußten  Definition  der  Wkeit 
ziemlich  belanglos  sei.  Ich  kann  mich  indes  des  Ein- 
druckes nicht  erwehren,  daß  diese  verhältnismäßige 
Gleichgültigkeit  beim  Ausbau  einer  Lehre  ihren  Funda- 
menten gegenüber  nicht  gerechtfertigt  ist.  Man  möchte 
doch  nach  Analogie  anderer  philosophischer  Disziplinen 
glauben,  daß  die  Entscheidung  in  der  Prinzipienfrage  sich 
auch  im  sogenannten  Ausbau  in  entscheidender  und  unter 
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Umständen  in  höchst  unangenehmer  Weise  geltend 
machen  würde. 

Wir  werden  nun  im  folgenden  Gelegenheit  haben  zu 
beobachten,  daß  es  für  den  Ausbau  der  Theorie  der  Wkeit, 
der  in  den  einschlägigen  Büchern  unter  den  Titeln:  Zu- 
sammengesetzte Wkeit,  Das  Theorem  v.  Bernoulli,  Die 
Bayessche  Regel,  auftritt  und  welche  Dinge  bei  Laplace 
den  Namen:  Grundsätze  (Prinzipien)  führen  und  mit  fort- 
laufenden Ziffern  bezeichnet  sind,  tatsächlich  nicht  gleich- 
gültig ist,  welche  Entscheidung  in  der  Fundamentenfrage 
gefällt  wird. 

Bei  der  Besprechung  der  Laplaceschen  Prinzipien  käme 
nun  zuerst  das  1.  und  2.  Prinzip  an  die  Reihe.  Diese  ent- 
halten aber  die  Definition  der  Wkeit  schlechthin  und  die 
der  gleichmöglichen  Fälle  und  bilden  somit  das,  was  ich 
vorhin  die  Fundamente  der  WLehre  genannt  habe,  wäh- 
rend der  Ausbau  sohin  mit  dem  3.  Prinzipe  beginnt.  Das 
2.  Prinzip  ist  nichts  anderes  als  eine  Erweiterung  des 
t.  Prinzips  für  den  Fall,  daß  die  „Fälle"  nicht  gleichmög- 
lich sind.  Dann  müssen  deren  „beziehungsweise  Möglich- 
keiten" bestimmt  werden.  Dann  ist  —  nachLaplaces  Wor- 
ten —  „die  Wkeit  die  Summe  der  Wkeiten  jedes  günstigen 
Falles".*)  Daher  nennt  man  dies  Prinzip  auch  den  Addi- 
tionssatz der  WRechnung.     Es  könnte  sich  nun  darum 


*)  Der  einzige  Laemmel  gebraucht  bei  der  W-Definition  eine 
etwas  abweichende  Nomenklatur.  Er  nennt  sie  Hypothesen- 
prozeß, wobei  die  erste  Hypothese  die  Aufstellung  der  Menge 
der  A  ist,  die  2.  die  Ermittlung  der  Teilmenge,  denen  das  Prä- 
dikat x  zukommt  und  die  3.  die  Zuordnung  des  elementaren 
Gewichts  jedem  einzelnen  A.  Ich  finde  indes  zwischen  seiner 
Def.  und  dem  2.  Prinzip  Laplaces  keinen  Unterschied. 
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handeln,  in  der  Frage  der  Definition  der  Wkeit  und  der 
gleichmöglichen  Fälle  jetzt  auch  die  eigene  positive  An- 
sicht vorzubringen.  Das  ist  aber  erst  gut  möglich,  wenn 
bereits  das  ganze  einschlägige  theoretische  Material  be- 
sprochen wurde,  und  darum  will  ich  diese  Dinge  erst  zum 
Schlüsse  bringen  und  vorerst  mit  der  Besprechung  des 
3.  Prinzipes  beginnen. 

Bisher  haben  wir  nur  personale  Verschmelzungsver- 
suche der  widersprechenden  Anschauungen  behandelt; 
jetzt  aber  soll  den  einzelnen  Ideen,  wie  sie  bei  der  Klar- 
legung des  Problems  herausgeschält  wurden,  bis  in  den 
mathematischen  Aufbau  nachgegangen  werden,  in  dem 
sie  hauptsächlich  durch  die  verblüffende  Übereinstimmung 
der  Kalküle  mit  den  Ergebnissen  der  Zufallspiele  zusam- 
mengehalten werden,  und  wir  werden  darauf  hören,  was 
sie  zu  ihrer  Verkettung  sagen.  Sie  sollen  dabei  aus  ihrer 
unnatürlichen  Verbindung  erlöst  werden. 

Nachdem  Laplace  das  1.  und  2.  Prinzip,  die  Definition 
der  Wkeit  bzw.  ihre  Bestimmung  nach  dem  Verhältnis 
der  Anzahl  der  günstigen  Fälle  zur  Anzahl  aller  möglichen 
Fälle  (1.  Prinzip),  deren  W  k  e  i  t  e  n  (Laplace  sagt:  Mög- 
lichkeiten), wenn  die  Fälle  ungleichmöglich  sind,  summiert 
werden  (2.  Prinzip),  besprochen  hat,  formuliert  er  das 
3.  Prinzip  in  folgender  Weise:  „Wenn  die  Begeben- 
heiten unabhängig  voneinander  sind,  so  ist  die  Wkeit  des 
Daseins  aller  zusammen  das  Produkt  ihrer  einzelnen  W- 
keiten."  Die  Hauptbedeutung  dieses  Prinzipes,  das  dem 
Wortlaut  nach  auf  die  Bestimmung  des  Wkeit  unabhän- 
giger Ereignisse  geht,  liegt  indes  nicht  in  der  Erreichung 
des  im  Wortlaut  ausgedrückten  Zweckes,  sondern  im 
multiplikativen  Gedanken,  d.  i.  in  der  Feststellung  der  „Art, 
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auf  welche  sich  die  Wkeiten  durch  ihre  gegenseitigen  Ver- 
bindungen vermehren  oder  vermindern".  Wir  haben  also 
bei  seiner  Besprechung  zwei  Gedanken  zu  behandeln,  den, 
wie  man  die  Wkeit  der  unabhängigen  Ereignisse  bestimmt, 
und  den  Gedanken  der  multiplikativen  Zusammensetzung 
der  WBrüche;  und  es  ist  wichtig,  diese  beiden  ausein- 
anderzuhalten. Da  auch  die  Ableitung  des  Prinzipes  von 
Bedeutung  ist,  so  sei  sie  hierher  gesetzt. 

Es  sei  W  die  Wkeit  für  das  Zusammentreffen  zweier 
Ereignisse  Ex  und  E„  von  denen  dem  ersteren  m' -  Fälle 
günstig  und  «'-Fälle  ungünstig,  dem  letzteren  m"  -  Fälle 
günstig  und  n"  -  Fälle  ungünstig  sind.  Die  Wkeiten  die- 
ser beiden  Ereignisse  allein  sind 

m'         u  m" 


m  +  n  m    +  n 

Da  man  nun  jeden  der  m'  dem  Ereignisse  Ex  günstigen 
Fälle  mit  jedem  der  m"  dem  Ereignisse  E2  günstigen 
Fälle  verbinden  kann,  so  gibt  es  für  das  Zusammentreffen 
beider  Ereignisse  m'  m"  günstige  Fälle.  Die  Anzahl  aller 
möglichen  Fälle  ist  (m'  -f «')  (m"  +  «"),  da  jeder  der 
m'  +  n'bei  E±  möglichen  Fälle  mit  jedem  der  m"-\-n'4 
bei£2  möglichen  Fälle  vereinigt  werden  kann,  Verbindungen, 
die,  wie  Czuber  sagt,  „in  bezug  auf  das  Ereignis  E  (das 
sich  aus  dem  Zusammentreffen  von  E±  und  E2  zusam- 
mensetzt) als  mögliche,  insbesondere  auch  als  gleich- 
mögliche Fälle  aufzufassen  sind,  wenn  die  m'  +  n'  und 
m"  +  n"  Fälle  untereinander  gleichberechtigt  waren." 
Es  ist  daher  die  Wkeit,  daß  die  beiden  Ereignisse  Ex  und 
E2  zusammentreffen, 

,y/=_  m' m"  m'  m"      _    ,      t, 

~  (m'  +  n')  {m"  +  n")  ~m'  +  n''  m"  +  n"  ~  w  ' w   ' 
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Bei  dieser  Abteilung  wird  gewöhnlich  betont  —  und 
für  einen  Anhänger  der  subjektiven  Richtung  ist  es  völ- 
lig konsequent  — ,  daß  die  Bezeichnungen  „abhängig"  und 
„unabhängig"  nicht  im  kausalen  Sinne  zu  verstehen  sind, 
sondern  daß  es  sich  dabei  nur  um  eine  Beeinflussung  bzw. 
Nichtbeeinflussung  der  Kenntnisse  handelt,  so  daß 
z.  B.  unabhängig  ein  Ereignis  dann  heißt,  wenn  die  Daten, 
die  der  Bildung  des  WBruches  für  dasselbe  zugrunde 
liegen,  durch  die  Kenntnis  vom  Eintreten  des  andern 
nicht  verändert  werden. 

Ein  konsequenter  Vertreter  der  objektiven  Theorie, 
also  jemand,  der  sich  durchwegs  vom  Gedanken  der 
Übereinstimmung  der  Kalküle  mit  der  Wirklichkeit  lei- 
ten läßt,  wird  hier  sofort  mit  seiner  Kritik  einsetzen.  Bei 
ungenauer  Ausdrucksweise  wird  er  sagen,  das  3.  Prinzip 
ist  nicht  richtig,  denn  es  ist  nicht  gleichgültig,  ob  ich 
r  Münzen  werfe  oder  r-mal  eine  Münze  werfe  (D'Alam- 
bert).  In  präziser  Diktion  wird  er  sagen,  dieses  Prinzip 
ist  unbrauchbar,  wenn  die  „Unabhängigkeit"  nicht  objek- 
tiv verbürgt  ist.  Habe  ich  die  Wkeit,  daß  es  morgen  frieren 

werde,  w  =  -~,  und   daß  es   morgen   schneien  werde, 

iv  =  -j,  so  ist  keineswegs  y~  die  Wkeit  für  das  Zusam- 
mentreffen beider  Erscheinungen;  denn  für  diesen  Schluß 
mangelt  es  an  der  Unabhängigkeit  der  Erscheinungen. 
(Beispiel  Bertrands.)  Dergleichen  kann  ich  nicht  den 
Wahrscheinlichkeitswert  für  das  Vorhandensein  blonder 
Prostituierter  in  Deutschland  durch  Multiplikation  des 
Wertes  für  blondes  Mädchen  und  des  Wertes  für 
Prostituierte  bilden,  weil  die  Unabhängigkeit  fehlt.    Die 
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brünetten  sind  gesuchter.  (Ähnliches  Beispiel  bei  von 
Kries,  S.  178).")  Was  nützt  mir  diese  Art,  wird  der  in 
Rede  stehende  Vertreter  sagen,  von  Wahrscheinlichkeits- 
verbindung, wenn  zwar  die  Ereignisse  für  mich  unab- 
hängig sind,  weil  mir  die  Kenntnis  vom  Eintreten  des 
einen  die  Daten  für  die  Bildung  des  Wahrscheinlichkeits- 
wertes des  andern  nicht  ändert,  also  weil  ich  von  einer 
Abhängigkeit  nichts  weiß,  wenn  aber  in  Wirklichkeit  die 
Ereignisse  vielleicht  sehr  abhängig  sind  und  der  gebildete 
Wahrscheinlichkeitswert  vom  Erfahrungsgemäßen  um 
Gewaltiges  differiert!  Daher  muß  die  Unabhängigkeit 
der  Ereignisse  objektiv  zu  definieren  sein  und  den  Man- 
gel kausalen  Einflusses  bedeuten!  Diese  Einwände  übten 
einen  sehr  bedeutenden  Druck  auf  die  Wahrscheinlich- 
keitstheoretiker aus.  Natürlich,  unabhängige  Ereignisse 
im  physischen  Sinne  sind  sehr  selten,  ja  eigentlich  gar 
nicht  vorhanden  und  schon  Cournot  meinte,  das  müsse 
man  nicht  so  genau  nehmen  und  durch  „Subtilitäten  und 
Pläsenterieen  lasse  sich  der  gesunde  Menschenverstand 
nicht  irre  leiten";  wenn  der  „solidarische  Zusammen- 
hang" so  gering  sei,  daß  wir  ihn  nicht  mehr  wahrnehmen 
können,  so  ist  er  „so  gut  wie  gar  nicht  vorhanden". 
Allein  diese  Seltenheit  der  auch  nur  annähernd  unab- 
hängigen Ereignisse  schränkte  das  Anwendungsgebiet 
der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  außerordentlich  ein. 
Man   sieht  also  nebenbei,   daß   die   „Objektiven"   recht 


*)  Oder:  Welches  ist  die  W,  daß  bei  einer  Zwillingsgeburt 
a)  beides  Knaben,  b)  beides  Mädchen,  c)  1  Knabe  und  1  Mädchen 

geboren  werden.    Nach  der  Theorie :   Wa  =  Wb  =  —  Wc  =  — 

2  4 

Nach  der  Statistik:   Wz  :  Wb  :  Wc  =  68  :  64  :  74  (Laemmel). 

7* 
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haben,  wenn  sie  behaupten,  daß  man  sich  mit  der  Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung wohl  nicht  länger  beschäftigt 
hätte,  wenn  sie  nur  WAnsätze  von  subjektiver  Bedeutung 
liefern  würden,  denen  eine  objektive  Gültigkeit  nicht  zu- 
kommt. Es  blieben  nur  noch  die  Urnen  und  die  Münzen, 
vielleicht  auch  der  Platzregen  und  der  aufgeschichtete 
Körnerhaufe;  aber  selbst  hier  regte  sich  schon  die  Kritik 
und  die  Geistesarmut  der  Beispiele  stieg  wie  durch  In- 
zucht. 

Trotzdem  blieben  die  bisherigen  Vertreter  der  objek- 
tiven Richtung  immer  noch  Anhänger  des  schönen 
mathematischen  Gebäudes.  (Indes  zeigen  uns  schon  die 
Worte  Czubers  bei  der  Ableitung  des  3.  Prinzips:  „Ver- 
bindungen, die  .  .  .  als  mögliche,  und  insbeson- 
dere auch  als  gleichmögliche  Fälle  aufzufassen  sind", 
wo  die  wunde  Stelle  liegen  dürfte.)  Wer  jedoch  so  kon- 
sequent vorgeht  —  und  in  theoretischen  Dingen  muß 
man  konsequent  sein  — ,  daß  er  nur  die  statistische  oder 
strengste  physikalische  Gleichmöglichkeit  der  Fälle  gel- 
ten läßt,  weil  es  sonst  immer  der  Fall  sein  kann,  daß  der 
WAnsatz  mit  den  praktischen  Verhältnissen  nicht  har- 
moniert, der  kann  aus  der  physikalischen  Gleichmöglich- 
keit oder  Gleichhäufigkeit,  wie  eigentlich  richtig  wäre, 
der  Elementarfälle  durch  die  Kombinatorik,  die  immer 
ein  ausschließlich  subjektives  Geschäft  ist,  die  Gleich- 
inüglichkeit  der  diversen  Kombinationen  nicht  folgern. 
(Dies  wurde  auch  bereits  von  v.  Kries  gefühlt).  Er  wird 
auch  diese  immer  physikalisch  von  Fall  zu  Fall  feststellen 
müssen.  Auch  die  physikalische  (objektive)  Unabhängig- 
keit der  Fälle  wird  ihn  davon  nicht  retten  können.  Ab- 
gesehen davon,  daß  sie  so  wie  sie  nie  vorhanden  ist  und 
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abgesehen  davon,  daß  ihn  diese  Deutung  der  Begriffe: 
abhängig  und  unabhängig  beim  4.  Prinzip  in  eine  schwie- 
rige Situation  bringen  wird,  würde  dies  die  Hineinziehung 
des  Kausalitätsgesetzes  in  die  WLehre  (nicht  den  W- 
Ansatz)  zur  Folge  haben,  was,  wie  wir  bereits  gesehen 
haben,  nicht  statthaft  ist,  und  aus  der  WTheorie  jeden- 
falls etwas  ganz  anderes  machen  würde,  als  eine  Wahr- 
scheinlichkeitslehre im  logischen  Sinne.  Ferner  folgt 
auch  aus  der  Unabhängigkeit  der  Fälle  nicht  die  Gleich- 
möglichkeit der  Kombinationen.  Es  kann  jede  gegensei- 
tige Beeinflussung  mangeln,  und  doch  kann  durch  irgend- 
welche Naturgesetze  oder  Naturvorgänge  eine  statistische 
Gleichmöglichkeit  der  Kombinationen  verhindert  werden. 
Es  ist  auf  jeden  Fall  eine  mit  der  objektiven  Anschauung 
in  Widerspruch  stehende  Handlungsweise,  durch  bloße 
Kombinatorik  aus  der  Gleichhäufigkeit  der  Fälle  die  ihrer 
Kombinationen  abzuleiten.  Gewiß,  die  Fälle  können  sich 
möglicherweise  miteinander  verbinden,  so:  regellos  je- 
der mit  jedem,  und  nochmals  so,  aber  nicht  die  Kombi- 
natorik, sondern  nur  die  Erfahrung  sagt  mir.  daß  sie  es 
auch  tun;  und  nur,  wenn  die  Erfahrung  es  gesagt  hat, 
wird  die  objektive  Gültigkeit  der  betreffenden  WAnsätze 
erreicht  sein.  Wir  sehen  also,  daß  die  objektive  An- 
schauungsweise die  Wahrscheinlichkeitsgesetze  im  all- 
gemeinen nicht  mehr  ableiten  kann.  Ein  widerspruchs- 
freier Anhänger  derselben  muß  auf  den  Ausbau  der  W- 
Theorie.  wie  er  bisher  geübt  wurde,  verzichten.  Und 
schließlich,  wie  kann  eine  WTheorie  von  allgemeiner  lo- 
gischer Bedeutung  zustande  kommen,  wenn  für  die 
gleichmöglichen  Fälle  objektive  Begründung  verlangt 
wird,  da  es  doch   sonnenklar  ist,  daß   die   Sätze   einer 
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solchen  WTheorie  überhaupt  nur  bei  denjenigen  Urteils- 
materien gelten  können,  wo  sich  gleichmögliche  Fälle 
mit  objektiver  Begründung  vorfinden? 

Hierin  tut  ein  Anhänger  der  subjektiven  Theorie,  der 
vom  WAnsatz  die  objektive  Begründung  nicht  verlangt, 
leichter.  Er  hat  völlig  freie  Hand  in  der  Kombinatorik. 
Er  braucht  nicht  zu  fragen,  ob  sich  die  Fälle  auch  tat- 
sächlich miteinander  verbinden,  und  in  der  Weise,  wie  es 
die  Kombinatorik  verlangt.  Auf  die  Übereinstimmung 
des  WAnsatzes  mit  den  Ergebnissen  der  Erfahrung  hat  er 
schon  bei  der  WDefinition  verzichtet,  bei  der  Feststellung 
der  gleichmöglichen  Fälle,  und  er  wird  vernünftiger- 
weise auch  bei  der  Gleichmöglichkeit  der  Kombinationen 
darauf  verzichten,  um  so  mehr,  als  ihn  eine  Verweige- 
rung des  Verzichtes  hier,  nach  dem  früheren,  nichts  mehr 
nützen  würde.  Auch  braucht  er,  um  auf  die  „Unab- 
hängigkeit" zu  sprechen  zu  kommen,  diese  nicht  objek- 
tiv zu  fassen  und  ist  infolgedessen  nicht  genötigt,  das 
Kausalitätsgesetz   in   die  WLehre  hineinzuziehen. 

Wie  steht  es  nun  aber  mit  dem  andern  Zweck  der 
WLehre,  der  Lieferung  eines  logischen  Kanons  zur  Bil- 
dung von  WUrteilen?  Demjenigen  Ziel,  das  bereits  für 
die  subjektive  Anschauungsweise,  aber  auch  das  einzige, 
reserviert  ist? 

Die  WAnsätze  stellen  in  diesem  Falle  keine  Aussage 
über  ein  physisches  Ereignis  dar,  sondern  sind  nur  der 
Ausdruck  unseres  logisch  geregelten  Wissensstandes 
über  eine  bestimmte  Urteilsmaterie.  Die  Termini  und 
Sätze  der  WTheorie  müssen  dann  allgemein  gefaßt  wer- 
den :  also  „abhängig"  bedeutet  nicht  physische  Abhängig- 
keit, sondern  Nichtbeeinflussung  der  Daten  für  ein  an- 
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deres  WUrteil,  i.  e.  der  Kenntnisse.  „Ereignis"  ist  nicht 
der  Ausdruck  für  ein  wirkliches  Ereignis,  sondern  das 
wtheoretische  Wort  für  beliebige  Urteilsmaterie,  „Ur- 
sache" ist  nicht  Ursache,  sondern  Voraussetzung  in  des 
Wortes  allgemeinstem  Sinne  u.  dgl.  m.  Das  3.  Prinzip  ist 
dann  kein  Satz  mehr  über  die  Wkeit  zusammengesetzter 
Zufallsgeschehnisse,  sondern  eine  Regel  für  die  Zusam- 
mensetzung von  WWerten  „unabhängiger"  Urteilsmate- 
rien, wie  beispielsweise  das  6.  Laplacesche  Prinzip  dann 
den  logischen  Kanon  für  die  Bildung  und  Wertung  der 
Hypothesen  darstellt,  indem  es  sagt:  die  Wkeit  einer 
Hypothese  finde  ich,  indem  ich  ihre  vorgängige  oder  ab- 
solute Wkeit  mit  ihrem  Erklärungswerte  multipliziere 
und  durch  die  in  ähnlicher  Weise  zusammengesetzten 
Wkeiten  aller  Konkurrenzhypothesen  dividiere,  woraus 
ich  dann  alle  Regeln  über  die  Hypothesen  (wie  z.  B.  den 
Satz,  daß  die  Wkeit  einer  Hypothese  sinkt  mit  der  stei- 
genden Anzahl  der  Konkurrenzhypothesen)  ableiten  kann. 
Jetzt  aber  kommt  die  große  Frage:  Sind  die  Sätze  der 
gegenwärtigen  WTheorie  wirklich  solche  logische  Re- 
geln? Und  ihre  Augen  richten  sich  nach  dem  Beweis. 
Den  aber  finden  sie  nicht.  Bleiben  wir  zunächst  beim 
3.  Prinzip.  Ja,  wie  komme  ich  denn  da  auf  die  Idee, 
diese  Werte  unabhängiger  Urteilsmaterien  nach  den 
Grundsätzen  der  Kombinatorik  zusammenzusetzen,  ihre 
WBrüche  zu  multiplizieren?  Woher  nehme  ich  die  Be- 
rechtigung für  den  multiplikativen  Gedanken?  Historisch 
kam  man  auf  die  Idee  durch  die  Zufallsspiele.  Diesen 
Wurf  kann  ich  noch  mit  jenem  kombinieren  und  die  Er- 
fahrung sagte:  es  geht  ungefähr  so.  Aber  mit  welchem 
Recht  man  aus  der  mathematischen  Analysis  der  Zufalls- 


104 


spiele  die  WLehre,  die  einen  logischen  Kanon  für  das 
WUrteil  bilden  soll,  entwickelte  und  entwickelt,  konnte 
ich  in  keinem  Buche  der  WTheorie  entdecken.  Mich 
dünkt,  ein  solches  Recht  existiert  gar  nicht.  „Welcher 
blasphemische  Gedanke",  ruft  Goldschmidt  aus,  „den  Be- 
griff des  Zufallspieles  auf  die  Allmutter  Natur  anzuwen- 
den." Ich  möchte  dies  dahin  modifizieren,  daß  ich  hinzu- 
füge: insofern  man  nämlich  daraus  die  WLehre  abstra- 
hiert hat;  denn  WÜberlegungen  können  sich  auf  alle  Na- 
turerscheinungen erstrecken  und  die  WLehre  muß  hierzu 
geeignet  sein. 

Aber  mich  dünkt  nicht  nur,  daß  die  Berechtigung  zum 
multiplikativen  Gedanken  gar  nicht  vorhanden  ist,  mir 
kommt  bei  weiteren  Überlegungen  vor,  dieser  Gedanke 
sei  falsch.  Wir  werden  uns  zunächst  um  Beispiele  um- 
sehen müssen  und  dabei  eine  für  die  WTheorie  wenig 
günstige  Erscheinung  bemerken.  Wenn  wir  auch  im  ge- 
wöhnlichen Leben  Hunderte  und  Hunderte  von  WÜber- 
legungen anstellen,  so  werden  wir  doch  bald  der  Schwie- 
rigkeit gewahr  werden,  außerhalb  der  reinsten  Zufall- 
spiele ein  Beispiel  zu  finden,  daß  sich  einigermaßen  nach 
den  von  der  WTheorie  vorgeschriebenen  Regeln  behan- 
deln ließe  und  sich  in  den  offiziellen  Schematismus  fügte. 
Und  nicht  nur  die  Einwendungen  der  „objektiven"  Partei, 
sondern  auch  die  große  Schwierigkeit,  Beispiele  des  ge- 
wöhnlichen Lebens  auch  nur  einigermaßen  der  vorge- 
schriebenen Theorie  gemäß  zu  gestalten,  hat  die  geistige 
Ärmlichkeit  der  wtheoretischen  Illustrationen  und  Anwen- 
dungen zur  Folge.  Beides,  die  Einwände  sowohl  mit  der 
daraus  hervorgegangenen  Sucht,  den  WAnsatz  so  zu 
machen,  daß  er  mit  den  Ergebnissen  der  Erfahrung  mög- 
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liehst  übereinstimmt,  als  auch  die  Schwierigkeit,  die  Bei- 
spiele für  die  Theorie  zurecht  zu  modeln,  macht  die 
WLehre  selbst  sehr  unwahrscheinlich  und  „voller  Fall- 
stricke für  jedermann,  der  nicht  auf  seiner  Hut  ist" 
(Stumpf).  Man  wird  dabei  lebhaft  an  den  Ausspruch  des 
spanischen  Königs  Alfons  X.  über  das  ptolomäische  Welt- 
system erinnert:  „Wenn  er  bei  der  Erschaffung  der  Erde 
im  allerhöchsten  Rate  Gottes  gewesen  wäre,  wäre  einiges 
besser  und  geordneter  geworden". 

Nehmen  wir  als  Beispiel  den  Frühjahr  1905  einge- 
tretenen Fall,  es  werden  Wkeitsüberlegungen  darüber  an- 
gestellt, welche  von  den  beiden  kriegführenden  Mächten 
die  nächste  Seeschlacht  gewinnen  werde.  Nach  den  Be- 
trachtungen über  die  Qualität  und  Konstruktion  der 
Schiffe  hat  die  Partei  A  mehr  Chancen  auf  den  Sieg  als 
die  Partei  B,  ebenso  läßt  ein  Vergleich  des  beiderseitigen 
Artilleriematerials  den  Sieg  der  A  wahrscheinlicher  er- 
scheinen; dasselbe  Ergebnis  haben  die  Betrachtungen 
über  Anzahl  und  Gattung  der  Schiffe,  während  der  Ver- 
gleich des  Menschenmaterials  das  gegenteilige  Ergebnis 
zur  Folge  hat.  Wie  setzen  sich  nun  diese  Wkeiten  zu- 
sammen? Wir  haben,  nachdem  man  die  einzelnen  Ur- 
tcilsmaterien  anstandslos  als  „unabhängig"  bezeichnen 
kann,  nur  die  Wahl  zwischen  dem  zweiten  und  dem  drit- 
ten Prinzip.  Nach  dem  zweiten  Prinzip  ist  die  Zusam- 
mensetzung nicht  möglich,  weil  eine  Addition  der  Brüche 
eine  Zahl  ergäbe,  die  weit  über  die  1  hinausgeht,  also 
wahrscheinlichkeitstheoretisch  keinen  Sinn  mehr  hat,  für 
andere  Operationen,  wie  Teilung  der  1  im  Verhältnis  der 
Werte  der  einzelnen  Brüche  und  ähnlichem,  aber  der  Titel 
fehlt.    Wenden  wir  aber  das  3.  Prinzip  an,  so  erhalten 
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wir  durch  jede  Zusammensetzung  eine  kleinere  Wkeit  für 
den  Sieg  der  A,  ein  Ergebnis,  das  den  Schätzungen  des 
gesunden  Menschenverstandes  eklatant  widerspricht. 

Ein  anderes  Mal  handelt  es  sich  um  Mutmaßungen 
darüber,  ob  ein  Beamter  befördert  wird.  Ich  weiß,  er  ist 
der  tüchtigste  seiner  Mitbewerber  und  er  ist  der  älteste 
seiner  Mitbewerber.  Aus  der  ersten  Tatsache  folgt  mit 
einer  gewissen,  sagen  wir  empirischen  Wkeit,  die  man 
sogar  in  einem  Bruche  darstellen  kann  (unter  m  Fällen 
der  Beförderung  war  smal  der  Beförderte  der  Tüchtigste), 
daß  er  die  angestrebte  Beförderung  erreicht,  ebenso  aus 
der  zweiten.  Auch  diese  beiden  „Ereignisse"  kann  ich 
unabhängig  nennen:  das  eine  Mal  wird  einer  befördert, 
weil  er  der  älteste  ist,  das  andere,  weil  er  der  tüchtigste 
war.  Wenn  ich  beide  WWerte  nach  dem  3.  Prinzipe  zu- 
sammensetze, so  vermindern  sie  sich,  eine  andere  der  in 
den  Rahmen  der  gegenwärtigen  WTheorie  fallenden  Zu- 
sammensetzung ist  aus  den  beim  vorigen  Beispiel  ange- 
führten Gründen  nicht  möglich.  Eine  Zusammensetzung 
findet  hier  aber  doch  statt:  die  Wkeit  der  Beförderung 
dieses  Beamten  wird  erhöht. 

J.  Bernoulli,  ein  Vorgänger  Laplaces,  der  mithin  den  spä- 
teren Laplaceschen  Ausbau  der  WTheorie  nicht  kannte, 
gibt  für  die  Zusammensetzung  der  Wkeiten  ein  anderes 
Rezept  an  und  er  sagt  (ars  conjectandi,  4.  Teil,  S.  85) : 
Wenn  „die  Anzahl  aller  beweisenden  Fälle  des  ersten  Be- 
weisgrundes gleich  b,  des  zweiten  gleich  e,  des  dritten 
gleich  h,  .  .  .  und  der  das  Gegenteil  beweisenden  Fälle 
bez.  gleich  c,  f,  i .  .  .  ist,  so  verhält  sich  die  Wkeit  der  zn 
beweisenden  Sache  zu  der  ihres  Gegenteiles  kraft  des 
ersten  Beweisgrundes  allein  wie  b  :  c,  kraft  des  zweiten 
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allein  wie  e  :  f,  krait  des  dritten  allein  wie  h  :  i.  Nun 
ist  es  aber  augenscheinlich  genug,  daß  sich 
die  gesamte  Beweiskraft,  welche  aus  dem  Zusammenwir- 
ken aller  Beweisgründe  resultiert,  zusammensetzt  aus 
den  Beweiskräften  aller  einzelnen  Gründe,  d.  h.  daß  die 
Wkeit  der  Sache  zu  der  Wkeit  ihres  Gegenteiles  sich  ver- 
hält wie  bell...   :  cfi...;  folglich  ist  die  Wkeit  der 

gleich  - — ; '-^ —  und  die  ihres  Gegenteils  gleich 

beh.. .  +  cti... 

cfi... 


beh. . .  +  cfi... 

Indessen  bleibt  Bernoulli  den  Beweis  für  diese  doch 
nicht  so  augenscheinliche  Sache  schuldig,  und  er  muß 
auch  zugeben,  daß  die  Summe  der  Wkeit  und  Un Wkeit 
leicht  die  1  übersteigen  kann.  Dann  ist  aber  diese  Me- 
thode mit  der  gegenwärtigen  Theorie  und  der  auf  den 
gleichmöglichen  Fällen  beruhenden  Definition  der  Wkeit 
auch  schon  nicht  mehr  vereinbar.  Diese  Multiplikation 
der  günstigen  Fälle  mit  den  günstigen,  und  der  ungünsti- 
gen mit  den  ungünstigen  und  nachherige  Division  des 
einen  Produktes  durch  die  Summe  beider  ist  aber  haupt- 
sächlich deshalb  nicht  möglich,  weil  die  einzelnen  zur  Zu- 
sammensetzung kommenden  Klassen  von  Fällen  ungleich- 
wertig sind.  Wenn  beispielsweise  die  Vergleichung  der 
Schlachtschiffe  im  obigen  Beispiele  das  Chancenverhält- 
nis 7  :  4  ergibt  und  die  Vergleichung  der  Torpedoboote 
das  4  : 9,  so  kann  man  diese  Chancen  nicht  miteinander 
multiplizieren;  denn  das  Übergewicht  der  Chancen  bei 
den  Schlachtschiffen  hat  einen  ganz  anderen  Wert  als 
das  Übergewicht  hei  den  Torpedobooten.  Nach  der 
B.schen  Methode  wäre    die  Niederlage    der    „Schlacht- 
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schiff-Partei"   wahrscheinlicher   als   ihr   Sieg;    während 
doch  jeder  Admiral  mit  ihr  tauschen  würde. 

Und  weil  diese  Chancen  ungleichwertig  sind,  darf  man 
sie  weder  addieren  noch  multiplizieren  noch  sonst  etwas 
in  mathematischer  Hinsicht  mit  ihnen  unternehmen,  wenn 
man  solches  in  den  beiden  angeführten  Beispielen  etwa 
noch  versuchen  wollte.  Die  WBestimmungen  beschäfti- 
gen sich,  wie  wir  bei  Goldschmidt  gehört  haben,  eben  mit 
Gründen  und    diese  werden    gewogen  und    nicht    „ge- 
zählt".   Daß  diese  Beispiele  in  anderer  Weise  als  nach 
den   Laplaceschen   Grundsätzen   über   die   zusammenge- 
setzten Wkeiten  zu  behandeln  sind,  sieht  man  eigentlich 
auf  den  ersten  Blick,  da  diese  WBestimmungen  schon 
mit  der  den  Zufallsspielen    entnommenen    terminologi- 
schen Formulierung  der  Sätze  der  WTheorie  scharf  kon- 
trastieren.   Die  letztere  ist  zu  ausgesprochen,  als  daß  sie 
auch  in  der  weitgehendsten  Verallgemeinerung  nicht  den 
Inhalt  der  Urteilsmaterie  tangieren  würde.     Besonders 
ist  es  der  „Ereignis"charakter  der  Sätze,  der  sich  einer 
Anwendung  auf  beliebige  Urteilsmaterien,    wie  Stumpf 
glaubte  und  wünschte,  widersetzt.  Es  hätte  deshalb  wenig 
Sinn  gehabt,  diese  Beispiele  anzuführen,  wenn  sich  die  ge 
genwärtige  WTheorie  nur  für  Theorie  der  Zufallsspiele 
ausgegeben  hätte.  Das   taten  jedoch  ihre  Vertreter  ein- 
schließlich derer    der    objektiven  Richtung   (Fries    und 
Bertrand    etwa     ausgenommen)    nicht,     sondern    allen 
schwebte,    von  J.  Bernoulli  an  bis    herauf  auf  F.  Hille- 
brands  Schrift  zur  Lehre  von  der  Hypothesenbildung,  eine 
allgemeine  Anwendbarkeit  vor.     Der  Unterschied  zwi- 
schen den  älteren  Vertretern  und  den  jüngeren  ist  nur 
der,  daß  man  früher  alle  Urteilsmaterien  vom  Stand- 
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punkte  der  Zufallsgeschehnisse  zu  betrachten  suchte, 
sodaß  man  glaubte,  alle  Ereignisse  und  Naturvorgänge 
müssen  sich  von  irgend  einer  Seite  als  Zufallsgeschehnis 
darstellen,  während  man  später,  diese  naturphilosophi- 
schen Ansichten  verwerfend,  die  allgemeine  Anwendbar- 
keit der  WTheorie  auf  dem  Wege  des  logischen  Kanons 
für  erreichbar  hielt.  Indessen  ist  wegen  der  gesamten 
zufallstechnischen  Formulierung  der  WKalkule  eine  dem 
gesunden  Menschenverstände  plausible  Anwendung  dersel- 
ben nicht  möglich,  wenn  man  nicht  auch  den  Inhalt  der 
wtheoretisch  zu  behandelnden  Urteilsmaterie  nach  Ana- 
logie der  Zufallsspiele  auffaßt  und  zusammensetzt. 
Wenn  daher  ein  Beispiel  mit  dem  zufallstechnischen 
Sinne  der  Sätze  der  WTheorie  zu  stark  kontrastierte,  so 
suchte  man  nun  durch  verschiedene  gedankliche  Kon- 
struktionen das  Beispiel  so  zu  gestalten,  daß  es  den  Zufalls- 
spielen gleichte.  Dieses  Ausspannen  eines  Beispiels  auf 
das  Zufallsschema  faßte  man  auch  noch  und  sogar 
hauptsächlich  unter  dem  Ausdruck:  Rechnung  zusam- 
men. Durch  diese  gedanklichen  Konstruktionen  war 
natürlich  der  Subjektivität  ein  großer  Spielraum  ge- 
lassen, von  der  übrigens  auch  die  Gegner  der  WTheorie 
reichlich  Gebrauch  machten,  sodaß  für  ein  Beispiel  jeder 
Autor  seine  eigene  Rechnung  hat,  wenn  auch  natürlich 
die  Anhänger  der  WTheorie  immer  an  der  Überzeugung 
festhielten,  daß  nur  eine  Rechnungsart  die  allein  richtige 
sein  könne. 

Dieser  Umstand  war  der  Entwickelung  der  WTheorie 
sehr  hinderlich;  denn  jeder  Autor  warf  dem  anderen 
vor,  daß  er  falsch  rechne,  und  gab  diese  Möglichkeit  auch 
für  sich  selbst  zu.    Infolgedessen  wurden  die  Argumente. 
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die  in  vielen  Fällen  die  WTheorie  selbst  trafen,  von 
den  Anhängern  der  Theorie  immer  auf  den  Autor  nieder- 
geleitet, während  man  die  Theorie  selbst  für  gerettet 
hielt  und  nur  auf  einen  besseren  Rechner  hoffte.  Es  war 
daher  notwendig,  an  Beispielen,  deren  Inhalt  sich  evident 
nicht  nach  Analogie  der  Zufallsspiele  formen  läßt,  zu 
zeigen,  daß  nicht  etwa  eine  falsche  Rechnung  die  Ur- 
sache der  Diskrepanz  mit  dem  gesunden  Menschenver- 
stände ist,  sondern  daß  der  Theorie  selbst  die  allgemeine 
Anwendbarkeit  fehlt.  Es  folgen  nun  Vertreter  von  solchen 
Beispielen,  die  sich  eher  zufallstechnisch  zurechtrichten 
lassen,  nicht  nur,  um  an  ihnen  zu  sehen,  daß  auch  hier 
eine  allgemeine  logische  Anwendung  der  Sätze  der 
WTheorie  unmöglich  ist,  sondern  auch  andere  Rech- 
nungsmodi der  gegenwärtigen  WTheorie  keine  Geltung 
verschaffen. 

Nehmen  wir  eine  Urteilsmaterie  vor,  die  von  Laplace 
selbst  verwendet  wurde.  In  einem  Zimmer  unterhalte 
sich  jemand  mit  Münzwerfen.     Ich  trete  ein,    und    der 

99 

Spieler,  ein  Mann  von  der  Zeugenglaubwürdigkeit  — — , 

berichtet  mir,  er  habe  vorhin  „Adler"  geworfen.  Wie 
wahrscheinlich  ist  es,  daß  der  Bericht  wahr  ist?  Sollen 
die  Sätze  der  WTheorie  wirklich  logische  Regeln  von 
allgemeiner  Gültigkeit  sein,  und  nicht  bloß  eine  mathe- 
matische Analysis  des  Zufalls  darstellen,  so  will  mich 
bedünken,  kann  man  nicht  anders  vorgehen,  als  daß 
man  sagt:  die  Wahrheit  des  Berichtes  ist  ein  zusammen- 
gesetztes „Ereignis",  dessen  eine  Komponente  die  Glaub- 
würdigkeit des  Zeugen  und  dessen  andere  die  Wkeit 
des  Ereignisses  an  und  für  sich  ist.    Diese  beiden  „Er- 


—   111    - 

eignisse"  („Ereignis"  natürlich  im  Sinne  von  Urteils- 
materie schlechthin)  sind  mit  guten  Gründen  unabhängig 
zu  nennen;  denn  die  Zeugenglaubwürdigkeit  ist  ohne 
Rücksicht  auf  die  berichteten  Dinge  bestimmt  und  von 
dem  Vorhandensein  eines  Interesses,  in  diesem  Falle  die 
Wahrheit  oder  Unwahrheit  zu  sagen,  ist  gleichfalls  nichts 
bekannt.  Es  ist  dies  eine  Auffassung  der  Unabhängigkeit, 
wie  sie  auch  Kries  vertritt.  Die  Wkeit  des  zusammen- 
gesetzten Ereignisses  ist  nun  das  Produkt  der  Wkeiten 
der  Einzelereignisse ;  und  da  die  Zeugenglaubwürdigkeit  = 

QQ  1 

-~-,  die  Wkeit  des  Adler-Wurfes  =  -  ist,  so  ist  die  Wkeit 

1UU  & 

99     1         99 
des  Berichtes  W  =  ^r .-  =  —-.   Es  ist  also  101  :99zu 

wetten,  daß  der  Bericht  des  Mannes  erlogen  ist.  —  Hierauf  er- 
greift der  Spieler  einen  Würfel,  währenddessen  ich, 
sagen  wir,  zum  Fenster  hinausschaue.  Er  würfelt  und 
teilt  mir  mit,  daß  er  die  5  geworfen  habe.  Wie  wahr- 
scheinlich ist  es,  daß  dieser  Bericht  den  Tatsachen  ent- 
spricht? 

99 

Die  Zeugenwahrscheinlichkeit  =  ttj^,  die  Wkeit,  mit 

einem   Würfel   die   Zahl   5    zu   werfen    =   -z.     Daher 

6 

99  1         99 

W  =  ~r  -4  —  tSt •  D.  h.  es  ist  50 1 :  99  zu  wetten,  daß  der 

100  6       600 

Bericht  erlogen  ist. 

Dazu  sagt  der  gesunde  Menschenverstand:  quod  non. 
Und  es  zeigen  sich  namentlich  zwei  wesentliche  Diffe- 
renzen. Einmal  geht  aus  den  Beispielen  hervor,  daß  ein 
an  und  für  sich  unwahrscheinliches  Ereignis,  oder  eines, 
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dessen  Wahrscheinlichkeit  =  —  ist,  jeden, Einzelbericht 

über  sein  Statthaben  unwahrscheinlich  macht.  Auch 
mit  der  gewiß  hohen  Glaubwürdigkeit  des   Zeugen  Wz 

9999 

=  t™™  lsi  ein  Bericht,  mit  dem  Würfel  eine  5  geworfen 
1UUUU 

zu  haben,  sehr  unwahrscheinlich.  Der  Bericht  kann,  wie 
ersichtlich,  auf  diese  Weise  gar  nicht  wahrscheinlich  ge- 
macht werden.  Und  wir  glauben  einem  solchen  Manne 
gewiß  gerne,  daß  er  die  Zahl  5  gewürfelt  habe.  — 
Andererseits  entspricht  die  Art  und  Weise,  wie  der  Be- 
richt unwahrscheinlich  wird,  je  nachdem  es  sich  um  ein 
mehr  oder  weniger  wahrscheinliches  Ereignis  handelt, 
durchaus  nicht  unseren  Gefühlen.  Ob  der  Mann  be- 
richtet, daß  er  mit  der  Münze  Adler  oder  mit  dem 
Würfel  die  Zahl  5  geworfen  habe,  ändert  nach  unse- 
rem   Urteil     die    Wkeit    seines    Berichtes    nicht    von 

nahezu  —   auf  nahezu  — .   Die  Bericht-Wahrscheinlichkeit 
2  6 

mag  ein  bischen  verändert  werden,  aber  nicht  in  dem 
Maße.  Man  sieht  aus  diesen  Beispielen,  deren  Be- 
schaffenheit der  WTheorie  sogar  sehr  nahe  liegt,  daß 
sich  die  Wahrscheinlichkeiten  unabhängiger  Urteils- 
materien anders  zusammensetzen  als  wie  es  die  WLehre 
mit  dem  3.  Prinzip  und  dem  multiplikativen  Gedanken 
überhaupt  verlangt.  Die  Gründe  werden  gewogen  und 
nicht  gezählt.  Im  besonderen  kann  ich  mich  mit  der 
Anwendung  des  Prinzipes  der  zusammengesetzten  Wahr- 
scheinlichkeit auf  die  moralischen  Wissenschaften  über- 
haupt nicht  befreunden.  Weder  scheint  mir  die  Ab- 
nahme der  Wahrscheinlichkeit  der  geschichtlichen  Tat- 
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Sachen  in  dem  Maße  vor  sich  zu  gehen,  wie  es  nach  den 
Grundsätzen  der  zusammengesetzten  Wahrscheinlichkeit 
vorgeschrieben  ist,  noch  dünkt  es  mich  statthaft,  die  ge- 
nannten Grundsätze  in  diesen  Wissenschaften  anzu- 
wenden. Ein  Novum  hat  nach  der  bisherigen  Ansetzung 
die  Wahrscheinlichkeit  =  0,  weil  kein  günstiger  Fall 
dafür  vorhanden  ist.  Nun  wäre  der  Bericht  eines 
solchen  Novums  auf  gar  keine  Weise  auch  nur  unwahr- 
scheinlich zu  machen,  weil  0  mit  Multiplikation  nur 
0  gibt.  Mir  will  allerdings  scheinen,  daß  ein  Novum 
nicht  die  W  =  0  hat,  aber  mit  der  gegenwärtigen  Lehre 
läßt  sich  diese  Ansicht  nicht  vereinigen.  Nehmen  wil- 
den Fall,  daß  ein  sonst  sehr  glaubwürdiger  Historiker 
uns  eine  Himmelserscheinung  überliefert  hat,  die  weder 
vorher  noch  nachher  beobachtet  wurde.  Nehmen  wir 
den  Fall,  daß  uns  Thukidides  die  attische  Pest  berichtet, 
eine  Krankheit,  die  weder  vorher  noch  nachher  entdeckt 
wurde.  Oder  nehmen  wir  gar  an,  es  werde  uns  eine 
wunderbare  Begebenheit  berichtet,  und  es  seien,  wie  es 
häufig  vorkommt,  nur  wenige  Augenzeugen  vorhanden, 
abgesehen  davon,  daß  den  Bericht,  wie  eine  kurze  Rech- 
nung beweist,  auch  1000  Augenzeugen  nicht  wahrschein- 
lich machen  könnten.  Auch  die  Zahl  der  historischen 
Berichte  dürfte  in  vielen  Fällen  die  Zahl  der  Grazien 
nicht  viel  übersteigen.  Nach  den  Regeln  der  WTheorie 
dürfen  wir  nun  dies  alles  nicht  glauben:  wir  müssen  es, 
wenn  nicht  für  unmöglich,  so  doch  für  außerordentlich 
unwahrscheinlich  halten  trotz  hoher  Glaubwürdigkeit  der 
jeweiligen  Berichterstatter.  Der  Historiker  wird  damit 
schwerlich  einverstanden  sein. 
Laplace     behandelt     diese     Glaubwürdigkeitsbeispiele 
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anders.  Er  betrachtet  die  Sätze  noch  nicht  so  sehr  als 
logische  Regeln,  sondern  ist  bestrebt,  die  Urteilsmaterien 
zufallstechnisch  aufzufassen,  ohne  jedoch  auf  diese  Weise 
die  Zustimmung  des  gesunden  Menschenverstandes  zu  er- 
reichen. Da  Laplace  hierbei  das  4.  Prinzip  in  Anwendung 
bringt,  so  können  wir  diese  Art  zu  rechnen  erst  bei  dessen 
Behandlung  kritisieren. 

Hier  noch  ein  anderes  Beispiel.  Ich  habe  1  Urne  mit 
weißen  und  schwarzen  Kugeln  von  unbekanntem  Mi- 
schungsverhältnisse. Es  bestehe  aber  kein  Grund  für 
die  Vermutung,  daß  ungefähr  gleichviel  weiße  und 
schwarze  Kugeln  in  ihr  enthalten  seien;  es  können  ge- 
radesogut 1  Kugel  weiß  und  alle  übrigen  schwarz  sein 
wie  das  umgekehrte  Verhältnis  vorwalten.  Die  Wkeit, 
eine  weiße  Kugel  zu  ziehen,  ist,  da  der  Zug  einer  weißen 

und  schwarzen  Kugel  gleich  möglich  ist,  =  — .  Wenn  ich 

zwei  Kugeln  gleichzeitig  ziehe,  ist  für  jede  zu  ziehende 

Kugel  die  Wkeit,  eine  weiße  zu  sein,  gleichfalls  — ;  daher 

die    zusammengesetzte  Wkeit,  zwei    weiße  Kugeln    auf 

einmal  zu  ziehen,  =  —  *^==^>=r7-  Die  Wkeit,  3  weiße 

Kugeln  auf  einmal  zu  ziehen,  ist^  =  —  usw. 

6  o 

Dieses  Beispiel  stellt  den  allereinfachsten  Schritt  der 
Verallgemeinerung  dar  und  falls  die  Sätze  der  WTheorie 
eine  über  das  allerengste  Gebiet  der  Zufallsspiele,  das 
die  objektiv  begründeten  Glücksspiele  darstellen,  hinaus- 
gehende Gültigkeit  beanspruchen,  so  müssen  sie  zum 
mindesten  in  diesem  Falle  gelten.    Es  ist  alles  wie    bei 
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den  objektiv  begründeten  Glücksspielen,  wir  haben 
wirkliche  Ereignisse,  wirkliche  und  logische  Unabhängig- 
keit, der  Zufall  spielt  seine  Rolle,  das  Milieu  ist  dasselbe, 
nur  mangelt  die  objektive  Begründung  der  Fälle. 

Was  sagt  nun  der  gesunde  Menschenverstand  zu  den  Er- 
gebnissen des  Kalküls?  Entspricht  die  Zusammensetzung 
der  Wkeiten,  wie  sie  hier  die  Sätze  der  WTheorie  an- 
geben, unserem  logischen  Gefühle?  Ist  die  Wkeit,  2  weiße 

Kugeln  zu  ziehen,  wirklich  =  -,  und  die,  3  weiße  Kugeln 

zu  ziehen  =  -,  der  Zug  von  10  =  tt^t?  Ich  glaube  kaum. 

Es  können  ja  auch  nahezu  alles  weiße  Kugeln  in  der 
Urne  sein.  Mich  dünkt,  diese  Zahlen  hängen  völlig  in 
der  Luit.  Was  nützt  mir  hier  die  Kombinatorik,  was 
nützen  mir  ihre  Zahlen?  Ich  baue  mit  jedem  Schritte 
immer  weiter  ins  Ungewisse  und  die  Gefahr,  daß  ich 
mich  immer  mehr  von  dem  der  Wirklichkeit  entsprechen- 
den Bilde  entferne,  wächst  mit  jeder  neuen  Kombination. 

Also  auch  dieser  primitivste  Schritt  zur  Allgemein- 
gültigkeit ist  dem  3.  Prinzipe  und,  da  alle  Sätze  der 
WTheorie  auf  derselben  Grundlage  der  Kombinatorik 
aufgebaut  sind,  so  kann  man,  der  Behandlung  der  übrigen 
Prinzipien  vorgreifend,  bereits  sagen,  auch  der  ganzen 
WTheorie  versagt. 

Ja,  schließlich!  gelten  ihre  Sätze  überhaupt  für  die  ob- 
jektiv begründeten  Glücksspiele?  Das  werden  wir  nun 
im  nächsten  Unterkapitel  sehen. 

Das  Theorem  von  Bernoulli. 

An  das  3.  Prinzip  reiht  sich  sofort  das  Theorem  v. 
Bernoulli.     Die  Kombinatorik,  deren  fundierende  Tätig- 

8* 
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keit  wir  beim  3.  Prinzipe  kritisiert  haben,  bildet  auch  die 
Grundlage,  auf  der  das  Bernoullische  Theorem  aufgebaut 
wird.  Wir  werden  daher  die  gleichen  Überlegungen,  die 
wir  dortselbst  gemacht  haben,  hier  noch  einmal  zu 
wiederholen  haben.  Es  folge  wiederum  zuerst  die  Ab- 
leitung. 

Wenn  wir  mit  einer  Münze,  bei  der  a  Adler,  b  Kopf 
bedeutet,  2  Male  werfen,  so  sind  folgende  Ergebnisse 
möglich:  aa,  bb,  ab,  ba;  denn  dies  sind  die  möglichen 
Kombinationen,  bezw.  Permutationen  bei  2  Würfen.    Die 

Verteilung  2  a  hat  die  Wkeit  —  •  —  =   2  =  — ,  desgleichen 

die  Verteilung   2b;    die  Verteilung  1  a  1  b   aber   hat 

2        1 

bei  zweien  möglichen  Permutationen  die  Wkeit  -*  =  -. 

Man  sieht  hier  deutlich  den  Zusammenhang    mit    dem 

3.  Prinzip.    Bei  3  Würfen  ergibt  sich  für  3  a  und  3  b  je 

1  3 

^3,  für  2  a  1  b  und  2  5  1  a  je  ^  u.  s.  fort.    Denkt  man  sich 

Li  Ci 

nun  das  Binom  (a  -f-  b),  wobei  der  Exponent  die  Zahl  der 
Versuche  (s)  ist,  weiter  entwickelt,  so  sieht  man  leicht, 
daß  diejenigen  zusammengesetzten  Ereignisse,  in  denen 
die  beiden  einfachen  möglichst  gleichmäßig  verteilt  sind, 
die  häufigsten  sind  und  daher  die  größte  Wkeit  haben, 
während  die  reinen  Gruppen  (lauter  a  oder  b)  die  sel- 
tensten sind  und  die  kleinste  Wkeit  haben.  Der  Haupt- 
wert dieser  kombinatorischen  Übungen  liegt  nun  in  der 
Darlegung  des  Ganges,  den  die  Zahlenwerte  für  die  ver- 
schiedenen Verteilungen  einschlagen,  wenn  s  immer 
größer  wird.  Zwar  wird  die  absolute  Wkeit  jeder  ein- 
zelnen  Verteilung   immer   kleiner,   aber    bei   derjenigen 
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Verteilung,  die  dem  Verhältnis  der  einfachen  Ereignisse 
möglichst  entspricht,  erfolgt  die  Abnahme  am  lang- 
samsten, dagegen  um  so  rascher,  je  weiter  sich  eine  Ver- 
teilungsart davon  entfernt.  —  Statt  2  einfacher  Ereignisse 
kann  man  natürlich  auch  eine  größere  Anzahl  nehmen, 
etwa  die  Ereignisse  a  b  c  d  e  i  und  von  ihnen  die  Kom- 
binationen bilden.  Wenn  wir  dann  von  diesen  einfachen 
Ereignisen  ab  cd  ef  4,  also :  ab  c  d  zu  einem  Komplexe 
(=  Ei)  zusammen  nehmen  und  die  andere  2:  ef  (=  E-2) 
ebenfalls,  so  wird  nach  obigem  (wenn  uns  nicht  die  Mühe 
scheut,  können  wir  es  ja  durch  Ausrechnen  wieder  fest- 
stellen) die  wahrscheinlichste  Verteilung  der  einfachen 
Ereignisse  nach  einer  großen  Anzahl  von  Versuchen 
wiederum  diejenige  sein,  welche  die  Ereignisse  a  b  c  d 
e  f  gleich  oft  enthält.  Infolgedessen  wird  sich  auch  die 
Anzahl  der  Ereignisse  vom  Komplexe  Ei  zu  denen  vom 
Komplexe  E2  verhalten  wie  die  Anzahl  der  in  ihnen  ent- 
haltenen einfachen  und  gleichmöglichen  Ereignisse,  das 
ist,  wie  4  : 2,  oder  genauer  gesagt:  diese  Verteilung  hat 
die  größte  Wkeit.  In  der  Sprechweise  der  WTheorie 
hat  man  dies  auch  so  ausgedrückt,  daß  man  sagte:  die 
wahrscheinlichste  Verteilung  der  einfachen  Ereignisse 
entspricht  ihren  Chancen. 

Aus  den  vorstehenden  Ausführungen  erhält  man  auch 
die  Möglichkeit,  die  Wahrscheinlichkeit  auszurechnen, 
daß  die  Wiederholungszahl  m  des  Ereignisses  Et  inner- 
halb gewisser  Grenzen  liege,  wenn  man  s- Versuche  ge- 
macht hat. 

Ein  Anhänger  der  objektiven  Theorie  wird  nun  behaup- 
ten, daß  das  Bernoullische  Theorem  für  seine  Anwend- 
barkeit eine  objektive  Begründung  der  gleichmöglichen 
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Fälle  voraussetze.  Denn  wenn  ich  nicht  weiß,  wieviel 
schwarze  und  weiße  Kugeln  in  der  Urne  vorhanden  sind, 
sondern  nur,  daß  nur  schwarze  und  weiße  darin  sind,  so 
erwarte  ich  als  wahrscheinlichste  Verteilung  keineswegs 
die  von  1  :  1  für  weiß  und  schwarz,  wie  auf  Grund  des 
Bernoullischen  Theorems  nach    dem  WAnsatz    für  die 

einfachen  Ereignisse :   W  =  -  erwartet  werden  muß.  Zu 

einer  solchen  Erwartung  sei  offenbar  vor  allem  nötig,  daß 
der  WAnsatz  objektiv  begründet  ist.  Aber  die  objektive 
Begründung  des  WAnsatzes  für  das  einfache  Ereignis 
genügt  hierzu  auch  noch  nicht;  es  könnte  ja  auch  der 
Fall  eintreten,  daß  bei  den  Variabein  gewisse  Verhält- 
nisse vorwalten  oder  sich  einstellen,  die  auf  e  i  n  Re- 
sultat hinarbeiten,  ohne  selbes  kausal  zu  beeinflussen, 
so  daß  die  „Chancen"  trotzdem  „konstant"  bleiben.  Es 
ist  also  für  die  Erwartung  einer  dem  WAnsatz  ent- 
sprechenden Verteilung  noch  eine  spezielle  Begründung 
erforderlich,  die  mir  allerdings  ein  vieljähriges  und  um- 
fangreiches statistisches  Material  liefern  kann,  des  In- 
haltes, daß  die  statistische  Verteilung  oder  die  diese  her- 
vorrufenden Umstände  bis  auf  kleine  Schwankungen 
konstant  bleiben.  Ich  kann  mir  diese  Erwartung  mit 
einem  gewissen  Recht  aber  auch  auf  Grund  irgend  wel- 
cher anderer  Erfahrungen  und  Überlegungen  bilden. 

Man  sieht,  wenn  man  sich  einmal  in  die  objektive  An- 
schauungsweise hineinbegibt,  befindet  man  sich  auf  einer 
schiefen  Ebene,  man  kann  nicht  stehen  bleiben.  Soviel 
erkennen  wir  aber  schon  jetzt,  daß  ein  Anhänger  der  ob- 
jektiven Theorie  das  Bernoullische  Theorem,  d.  h.  also, 
insoweit  es  ein  Satz  einer    objektiv  gültigen  WTheorie 
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und  nicht  bloß  ein  solcher  der  Kombinationslehre  sein 
soll,  nicht  mehr  rein  theoretisch  ableiten  kann:  aus  dem 
objektiv  begründeten  WAnsatze  allein  folgt  für  das  in 
Behandlung  stehende  Ereignis  eo  ipso  noch  auf  keine 
Weise,  daß  die  Verteilung  dieses  Ereignisses  in  einer 
Versuchsreihe  nach  dem  Chancenverhältnis  seines  WAn- 
satzes  richten  werde.  Wir  müssen  dafür  noch  spezielle 
Gründe  haben. 

Wir  wollen  nun  aber  auf  der  objektiven  Bahn  weiter- 
schreiten und  die  Erscheinung  der  Verteilung  näher  be- 
trachten und  untersuchen,  ob  die  Art  und  Weise  derselben 
wirklich  nach  den  Grundsätzen  der  Kombinatorik  vor  sich 
geht.  Es  kann  in  einer  großen  Anzahl  von  Versuchen  ja 
auch  eine  dem  WAnsatz  entsprechende  Verteilung  der 
Ereignisse  eintreten,  ohne  daß  dieselbe  nach  den  Ge- 
setzen der  Kombinatorik  eingerichtet  ist.  Wenn  wir  bei- 
spielsweise beim  Kopf-Adlerspiel  nach  5  Kopf-Würfen 
immer  5  mal  Adler  erhielten,  so  bekämen  wir  in  einer 
größeren  Anzahl  von  Versuchen  auch  eine  annähernd 
gleiche  Verteilung  von  K  und  A,  aber  sie  wäre  nicht  nach 
den  Regeln  der  Kombinatorik  eingetreten.  K.  Marbe 
(Naturphilos.  Untersuchungen  zur  WLehre  1899)  hat  nun 
ausgeführt*),  daß  auch  bei  den  treuesten  Anhängern  der 
bestehenden  WTheorie,  den  Zufallsspielen  die  Verteilung 
nicht  nach  den  Grundsätzen  der  Kombinatorik  vor  sich 
geht,  sondern  daß  diejenigen  Kombinationen,  die  eine 
größere  reine  Gruppe  enthalten  (also  etwa  13  mal  Adler) 
nach  Maßgabe  dieser  Größe  unverhältnismäßig  seltener 
werden  und  mit  einer  reinen  Gruppe  von  einer  gewissen 


*)  Siehe  hierzu  die  Ausführungen  des  letzten  Kapitels. 
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Große  (diese  Größe  nennt  Marbe  den  p-Wert)  überhaupt 
nicht  mehr  vorkommen.  Er  führt  dies  darauf  zurück 
(S.  31.  Ebenda.),  daß  es  „durchaus  ausgeschlossen  ist,  daß 
eine  Person,  die  100  mal  wirft,  die  fragliche  Gesamt- 
tätigkeit in  absolut  identischer  Weise  ausführt.  Der 
Mensch  ist  keine  Maschine  .  .  ."  Ebenso  (S.  31.)  sei  „es 
auch  unmöglich,  daß  das  Werfen  einer  bestimmten  Per- 
son alle  denkbaren  Gestaltungen  annimmt."  Ein  „des 
Schreibens  Kundiger"  wird  den  Buchstaben  a  nie  in  der- 
selben Weise  schreiben,  aber  es  ist  auch  ausgeschlossen, 
daß  „er  demselben  alle  denkbaren  Formen  gibt".  (S.  32.) 
Es  wird  sich  immer  und  überall,  wo  „eine  Person  eine 
Tätigkeit  sehr  oft  periodisch  ausführt,  ein  gewisser  Typus 
einstellen,  von  dem  größere  und  geringere  Abwei- 
chungen vorkommen."  Es  kann  aber  auch,  was  K. 
Marbe  hier  nicht  erwähnt,  vorkommen,  daß  reine  Grup- 
pen von  einer  gewissen  Größe  mit  besonderer  Vorliebe 
auftreten,  etwa  weil  die  werfende  Person  eine  gewisse 
Zeitlang  immer  eine  verhältnismäßige  Konstanz  in  den 
Bewegungen  einhält,  und  es  kann  infolgedessen  auch  aus- 
geschlossen sein,  daß  gewisse  allzu  kleine  reine  Gruppen 
(vielleicht  solche  zu  1)  in  dem  vom  B.schen  Th.  ange- 
gebenen Ausmaße  hintereinander  vorkommen;  also  die 
Ereignisfolge :  abababababab. 

Bei  anderen  Ereignisklassen,  anderem  statistischen 
Materiale,  hat  man  das  schon  längst  eingesehen.  Lexis 
hat  deshalb  den  Begriff  der  Dispersion  eingeführt  mit  den 
3  Arten  der  normalen,  übernormalen  und  unternormalen 
Dispersion;  im  zweiten  Falle  ist  die  relative  Häufigkeit 
der  Abweichungen  vom  wahrscheinlichsten  Ergebnisse 
eine  größere,  im  3ten  Falle  eine  kleinere  als  nach  dem 
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Bernoullischen  Theorem.  Die  Einführung  dieses  Be- 
griffes der  verschiedenen  Dispersion  bedeutet  schon  eine 
Durchbrechung  dieses  Theorems.  Bei  genauerem  Stu- 
dium der  Ereigniserscheinungen  wird  sich  auch  vielleicht 
zeigen  (ich  habe  eine  solche  Untersuchung  einmal  be- 
gonnen), daß  die  dem  WAnsatz  entsprechende  Verteilung 
nicht  in  dem  eigenartig  steigenden  Maße  zu  erwarten  ist, 
wie  es  das  Bernoullische  Theorem  angibt,  sondern  in 
anderen  Verhältnissen.  Bei  vielen  Gattungen  von  Er- 
eignissen wird  die  Abweichung  vom  „wahrscheinlichsten 
Resultate"  nie  über  einen  gewissen  Wert  steigen,  aber 
um  diesen  Wert,  der  physisch  in  einem  gewissen  Zu- 
sammenhang mit  dem  Marbeschen  /?-Wert  steht  und  den 
ich  Amplitude  nennen  möchte,  kann  das  wirkliche  Er- 
gebnis vom  „wahrscheinlichsten"  immer  abweichen,  auch 
wenn  die  Versuchzahl  noch  so  groß  ist.  Bei  einer  ge- 
wisse Klasse  von  Ereignissen  kann  die  Größe  der  Ampli- 
tude auch  in  stetem  Wachstum  begriffen  sein. 

Aus  vorstehenden  Ausführungen  ist  ersichtlich  ge- 
worden, daß  für  einen  Anhänger  der  objektiven  An- 
schauungsweise vom  Bernoullischen  Theorem  als 
Wkeitstheoretikon  nichts  mehr  übrigbleibt,  als  der  nackte 
Satz,  daß  in  einer  großen  Anzahl  von  Versuchsreihen 
bei  gewissen  Ereignisgattungen  eine  dem  WAnsatz  ent- 
sprechende Verteilung  dieser  Ereignisse  eintritt  und  zwar 
ohne  Rücksicht  auf  die  kombinatorische  Gestaltung,  ein 
Satz,  der,  wenn  die  Wkeit  a  posteriori  bestimmt  wurde, 
eine  bloße  Tautologie  vom  WAnsatz  ist,  wenn  die  Wkeit 
aber  a  priori  angesetzt  wurde,  eine  eigene  Begründung  ver- 
langt. Außerdem  folgt  aus  einer  erfahrungsmäßigen  Ver- 
teilungskonstanz gewisser  Ereignisse  noch  gar  nichts  für 
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eine  allgemeine  WTheorie.  Ein  Anhänger  der  objektiven 
Anschauungsweise  kann  daher,  wie  wir  bereits  früher  be- 
merkten, das  Bernoullische  Theorem,  insofern  es  ein 
Theorem  sein  soll  und  nicht  eine  bloße  Formel  aus  der 
Kombinatorik,  nicht  mehr  theoretisch  ableiten,  ja  in 
seiner  gegenwärtigen  Fassung  nicht  einmal  anerkennen; 
dadurch  werden  auch  alle  andern  aus  diesem  Theorem 
hervorgehenden  Sätze  hinfällig,  wie  z.  B. :  „Die  einer  ge- 
gebenen Wkeit  P  entsprechenden  Grenzen 

(sp —  y^2spq  und  sp-\-y)' '2spq , 
wobei  / 

Y2spq 
s  —  Versuchszahl,  /  =  Abweichung  p  und  q  ==  W  der 
einfachen  Ereignisse;  vide  Czuber,  WTheorie  S.  99)  der 
Wiederholungszahl   m   erweitern    sich   mit   wachsender 

Zahl  der  Versuche,  jedoch  nur  in  Verhältnis  ]/s."  „Die 
einer   gegebenen  Wkeit  P  entsprechenden   Grenzen   des 

Verhältnisses  — 
s 

(p-ryjM  Und  p  +  yY*M) 

s  s 

verengen  sich  mit  wachsender  Anzahl  der  Versuche 
und  können  durch  entsprechende  Vergrößerung  von 
s  beliebig  eng  gemacht  werden"  und  dergleichen  mehr.*) 


*)  Die  diesbezüglich  vorliegenden  Würfelversuche  R.Wolfs 
stimmen  gleichfalls  nicht  mit  der  Theorie  überein.  Sollte,  wie 
die  Vermutung  ausgesprochen  wurde,  die  Lage  des  Schwer- 
punktes die  Ursache  sein,  so  ist  nur  zu  bedauern,  daß  zu  diesen 
mühsamen  Versuchen  kein  einwandfreies  Material  verwendet 
wurde. 
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Diese  Sätze  sind  außerdem  bereits  durch  die  vorange- 
gangenen Ausführungen  über  die  Amplitude  und  den 
Marbeschen  /7-Wert  in  ihrem  praktischen  Werte  und  in 
ihrer  Richtigkeit  im  Speziellen  besprochen  worden. 

Es  wirkt  dies  auch  auf  das  3.  Prinzip  zurück,  da  die 
erfahrungsmäßige  (empirische)  Wkeit  (nach  Marbe),  15 
mal  hintereinander  Kopf  zu  werfen,  dann  nicht  den  Wert 

W  =  ^i5  besitzt,  sondern  einen  viel  geringeren,  vielleicht 

W  =  0,  während  die  Wkeit,  5  mal  hintereinander  Kopf 

zu  werfen  mutmaßlich  nicht  den  Wert  ^  besitzt,  sondern 

einen  größeren. 

„Da  sieht  man,"  wird  nun  ein  Anhänger  der  subjektiven 
Theorie  sagen,  „wohin  man  kommt,  wenn  man  den  Be- 
griff der  Häufigkeit  des  Vorkommens  in  das  Bernoullische 
Theorem  und  in  die  Wkeit  überhaupt  hineinnimmt.  Wir 
haben  nicht  umsonst  immer  betont,  daß  das  Bernoullische 
Theorem  nur  WAussagen  enthält  und  daher  nur  die  Er- 
wartungsbildung regelt,  über  das  wirkliche  Geschehen 
aber  keinen  Aufschluß  gibt,  ja,  daß  man  das  Theorem 
auch  nur  als  einen  Satz  der  Kombinations-  und  Permu- 
tationslehre ausdrücken  kann."  Aber  die  Subjektiven 
sollen  bedenken:  bei  ihnen  ist  die  Bernoullische  Wkeit 
auch  nichts  anderes  als  eine  Häufigkeitsziffer,  nämlich 
die  kombinatorische  Häufigkeit  der  einzelnen,  Ereignisse 
symbolisierenden,  Buchstaben  a,  b  und  c. 

„Aber  ich  bitte,"  wird  mir  ein  „Subjektiver"  erwidern, 
„nicht  zu  vergessen,  daß  „Ereignis"  beliebige  Urteils- 
materie heißt." 
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Schon  recht,  aber  man  setze  einmal  für  „Ereignis"  eine 
beliebige  Urteilsmaterie,  die  kein  Ereignis  ist,  unter,  etwa 
die  Fragen,  ob  eine  vorliegende  Pflanze  zu  den  Rosacaeen 
oder  zu  den  Ranunculacaeen  gehört,  ob  sich  unter  diesem 
Hügel  ein  unterirdischer  Gang  befinde,  oder  auch,  ob 
Eisen  auf  dem  Sirius  existiere,  und  betrachte  dann,  was 
bei  solchen  beliebigen  Urteilsmaterien  das  Bernoullische 
Theorem  zu  tun  hat.  Gar  nichts.  Das  Bernoullische 
Theorem  hat  nur  dann  einen  Sinn,  und  läßt  nur  dann  eine 
Anwendung  zu,  wenn  es  sich  um  Dinge  handelt,  die  eine 
statistische  Behandlung  zulassen,  also  um  wirkliche  Er- 
eignisse. 

Nehmen  wir  wiederum  ein  Beispiel  vor.  das  in  der 
WLehre  bereits  Bürgerrecht  besitzt,  und  aus  dem  gleich- 
falls hervorgeht,  daß  man  das  Bernoullische  Theorem 
nur  bei  Ereignissen  brauchen  kann  und  noch  dazu  nur 
bei  solchen,  die  einen  bestimmten  Typus  aufweisen.  Wir 
wissen,  daß  sich  in  einer  Urne  lauter  gleichfarbige  Kugeln 
von  einer  der  7  Newtonschen  Farben  befinden;  aber  wir 
wissen  nicht,  von  welcher.  Die  Wkeit,  daß  die  Kugeln  rot 

sind,  =  -.  Ich  kann  nun  die  Frage  nach  der  Wkeit  auch 

in  der  Ereignistherminologie  ausdrücken  und  fragen:  Wie 
wahrscheinlich  ist  es.  aus  der  Urne  eine  rote  Kugel  zu 

ziehen?    Antwort:   W  =    .    Was  fange  ich  nun  hier  mit 

dem  Bernoullischen  Theorem  an?     Was    sagt    es  mir? 

Vielleicht,  daß  sich,  wenn  ich  mehrmals  ziehe,  ungefähr  - 

von  der  Anzahl  der  gezogenen  Kugeln  rote  sind?    Und 
daß  sich  dieser  Verteilungsmodus  bei  zunehmender  An- 
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zahl  der  Versuche  mit  immer  größerer  Wkeit  einstellen 
wird?  Das  ist  unmöglich,  weil  die  Urne  nur  einfarbige 
Kugeln  enthält.  Aus  diesem  Beispiel,  sowie  aus  der  Be- 
dingung, die  Stumpf  bei  seinem  mißlungenen  Versuche, 
das  B.sche  Theorem  für  die  subjektive  Theorie  zu  retten, 
machte  (S.  64  ff.),  daß  nämlich  bei  jedem  Zuge  die  Urne 
gewechselt  werden  müsse,  sieht  man,  daß,  wenn  das  ßer- 
noullische  Theorem  eine  den  ges.  Menschenverstand  we- 
nigstens einigermaßen  beruhigende  Anwendung  erfahren 
soll,  es  in  den  WAnsatz  bereits  aufgenommen  sein  muß, 
zum  mindesten  in  der  Gestalt,  daß  es  sich  in  diesen  Fäl- 
len um  oft  und  in  Abwechslung  eintretende  Ereignisse 
handelt  und  daß  der  WAnsatz  nach  dem  Verhältnis  und 
der  qualitativen  Beschaffenheit  dieser  Ereignisse  einge- 
richtet ist,  nicht  aber  auf  Grund  der  Disjunktion  der 
Urteilsmaterie  nach  dem  Grundsatze  des  absoluten  Nicht- 
wissens. Dieses  Beispiel  und  der  bereits  erwähnte  Fall, 
daß  ich  bei  mehrmaligem  Ziehen  aus  einer  Urne,  die 
weiße  und  schwarze  Kugeln,  jedoch  in  unbekanntem  Mi- 
schungsverhältnis, enthält,  keineswegs  eine  dem  subjek- 
tiv-apriorischen WAnsatze  für  weiß  und  schwarz  W  =  -z 

entsprechende  Verteilung  der  weißen  und  schwarzen 
Kugeln  erwarte,  zeigt  aber  auch  deutlich,  daß  von  einer 
Regelung  der  Erwartungsbildung  durch  das  Bernoullische 
Theorem  keine  Rede  ist,  auch  nicht  bei  den  „Ergebnissen 
wiederholter  Versuche",  sondern  daß  man  sich  auch  hier 
wie  überhaupt  nach  der  physischen  Beschaffenheit  der 
Dinge  richtet.  Wenn  dies  aber  schon  einmal  der  Fall  ist, 
so  ergibt  sich  für  den  Wahrscheinlichkeitstheoretiker  aus 
den  Widersprüchen   des  Bernoullischen   Theorems    mit 
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der  Erfahrung  als  die  einzig  richtige  Maxime  nur  die,  die 
Beschaffenheit  der  jeweiligen  objektiv  verwaltenden 
Verhältnisse  zu  erforschen  zu  trachten,  anstatt  diese 
links  liegen  zu  lassen  und  sich  nur  darauf  zu  berufen,  daß 
das  Theorem  v.  Bern,  auch  nur  als  ein  Satz  der  Kombi- 
nations- und  Permutationslehre  ausgedrückt  werden 
könne  und  daß  es  ganz  gleichgültig  sei,  was  die  Wirklich- 
keit sage:  es  könne  hieraus  doch  kein  Widerspruch  mit 
unserem  Theoreme  gefolgert  werden. 

Der  Zusammenhang  des  Bernoullischen  Theorems  mit 
dem  3.  Prinzipe,  mit  der  ganzen  W-Theorie  überhaupt,  ist 
wichtig  und  wurde  in  der  Ableitung  ersichtlich  gemacht. 
Man  ersieht  daraus,  daß  es  nicht  angeht,  die  WTheorie, 
die  Art  ihres  Aufbaues,  aufrechtzuerhalten  und  nur  das 
Bernoullische  Theorem  preiszugeben.  Es  sind  dieselben 
Grundsätze  und  dieselbe  Art  und  Weise,  aus  denen  das 
B.  Theorem  und  die  übrigen  Bestandteile  der  WTheorie 
hervorgegangen  sind;  und  gilt  die  WTheorie,  so  muß 
auch  das  Theorem  Bernoullis  gelten.  Und  gilt  das  Theo- 
rem v.  B.  nicht,  so  gilt  auch  die  WTheorie  nicht.  Die 
Ungiltigkeit  des  Bernoullischen  Theorems  ist  ein  Zeichen, 
daß  sich  in  diesem  Falle  die  Urteilsmaterie  nicht  nach 
den  Gesetzen  der  Kombinatorik  behandeln  läßt  und  daher 
auch  die  anderen  Sätze  der  WTheorie  keine  Geltung  be- 
sitzen. Woher  nähme  ich  das  Recht  für  ihre  gesonderte 
Anwendbarkeit?  Zudem  haben  wir  in  praxi  gesehen,  daß 
alle  diejenigen  Beispiele,  die  der  objektiven  Kritik  er- 
liegen, gerade  die  sind,  in  denen  das  Bernoullfsche  Theo- 
rem nicht  gilt.  Das  mehrfach  erwähnte  Beispiel  der 
Urne  mit  dem  unbekannten  Mischungsverhältnisse 
schwarzer  und  weißer  Kugeln  zeigt  diesen  Zusammen- 
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hang  der  Gültigkeit  bzw.  Ungültigkeit  des  Bernoullischen 
Theorems  mit  der  der  andern  Sätze  der  WTheorie  deut- 
lich. Denn  gerade  deshalb,  weil  ich  keineswegs  die  Ver- 
teilung von  sagen  wir  10  weißen  und  10  schwarzen  Ku: 
geln  erwarte,  hat  der  Zug  von  2  weißen  Kugeln  für  mich 

nicht  die  Wahrscheinlichkeit   xr,=  .. 

2~       4 

Als  Stumpf  seinen  mißlungenen  Rettungsversuch  unter- 
nahm, hat  er  bereits  gefühlt,  daß  das  Beispiel  der  Urne 
mit  der  unbekannten  Anzahl  schwarzer  und  weißer  Ku- 
geln für  das  Theorem  verhängnisvoll  werden  könnte; 
aber  er  schien  die  beruhigende  An-  und  Aussicht  zu 
haben,  daß  es  im  schlimmsten  Falle  von  den  Anhängern 
des  objektiven  Gedankens  ins  Schlepptau  genommen  und 
erhalten  wird,  während  wir  gesehen  haben,  daß  auch  dies 
nicht  möglich  ist. 

Im  Anschlüsse  daran  möchte  ich  noch  einmal  auf  die 
„Trugschlüsse"  aus  dem  Theorem  v.  Bernoulli  zu  spre- 
chen kommen.  Es  wird  sich  manches  Interessante  daraus 
ergeben.  Man  hat  die  Erwartung  beim  Kopf-Adler-Spiel 
nach  einer  großen  Anzahl  gleichartiger  Würfe  (also 
lauter  Kopf),  daß  mit  immer  größer  werdender  Wahr- 
scheinlichkeit ein  Adlerwurf  in  Aussicht  steht,  für  einen 
Trugschluß  aus  dem  Theorem  v.  Bernoulli,  ja  für  einen 
Trugschluß  aus  dem  Gebiete  der  Wahrscheinlichkeits- 
lehre schlechthin  erklärt.  Insofern  dies  letztere  aus  einem 
anderen  Grunde  gemeint  sein  soll,  als  nur  deshalb,  weil 
das  B.  Theorem  zur  W-Theorie  gehört,  ist  diese  Ansicht 
wohl  bestimmt  falsch. 

Ich  habe  z.  B.  beim  Kopf-Adler-Spiel  9  mal  hinterein- 
ander Kopf  geworfen.     Wie  groß  ist    die  Wkeit,    beim 
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nächsten  Male,  dem  10.  Male,  Adler  zu  werfen?  Ich  kann 
nun  sagen:  die  Wkeit,  10    mal  hintereinander    Kopf   zu 

/1\10         1 

werfen   ist   =  1«)    =  lfr»4l  die  Qegenwkeit,  d.h.,  die 

Wkeit,  Adler  zu  werfen,  =  1 


1024       1024' 

Mit  anderen  Worten: 

Die  Wkeit,  beim  10.  Male  nicht  K,  sondern  A  (Adler) 
zu  werfen,  ist  eine  sehr  hohe.  Diese  Ansetzimg  folgt  aus 
der  WZusammensetzung  unabhängiger  Ereignisse. 
Und  hier  sind  sie  auch  wirklich  unabhängig.  Diesen 
Schluß,  diese  WAnsetzung  hier  verdammen,  heißt  das  3. 
Prinzip  verdammen,  v.  Kries  glaubt,  die  Erwartung,  das 
10.  Mal  nicht  K  zu  werfen,  wäre  nur  begründet,  wenn  die 
Ereignisse  nicht  unabhängig  wären;  im  Gegenteil,  eben 
weil  sie  unabhängig  sind,  schreibt  mir  die  WTheorie 
diesen  Ansatz  vor. 

Aber  diese  Eigenschaft  der  Unabhängigkeit  kann  noch 
eine  andere  Überlegung  zulassen,  die  sich  Kries  für 
diesen  Fall  zu  eigen  gemacht  hat.  Ich  stehe  infolge  der 
Unabhängigkeit  jedem  neuen  Ereignis  mit  denselben 
Kenntnissen  gegenüber,  wie  dem  vorhergehenden;  daher 
habe  ich  für  jeden  WWurf  den  gleichen  WAnsatz  wie  für 
den  1.,  also  ist  auch  für  den  10.  Wurf  die  Wkeit,  K  zu 

werfen,  =— . 

Indes  kann  ich  sogar  noch  einen  3.  Ansatz  machen  mit 
Benützung  der  Bayesschen  Regel  nach  dem  7.  Prinzipe 
und  ich  erhalte  für  die  Wkeit,  das  10.  Mal  Kopf  zu  wer- 
fen, einen  Wert  nahezu  =  1,  d.  h.  einen  nahezu  an  Sicher- 
heit grenzenden  Wert.     Laplace  und  andere  WTheore- 
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tiker  halten  hier  diesen  Ansatz  für  den  richtigen,  obwohl 
gerade  dieser  Ansatz  dem  ges.  Menschenverstände  am 
meisten  widerspricht.    Faßt  man  den  ursprünglichen  An-- 

satz -  als  auf  Qrund  desPrinzipes  vom  zwingenden  Grunde 

zustandegekommen  auf,  so  ist  er  von  vornherein  un- 
möglich. Aber  auch,  wenn  er  auf  Qrund  des  Prinzipes 
vom  mangelnden  Grunde  zustandegekommen  ist,  ist 
dieser  Wert  viel  zu  hoch.  Ich  erinnere  an  die  Bertrand- 
sche  Kritik  des  Integrales 

1 

Jxclx 

Ji 

2 3 

1  "~4; 

fxdx 

0 

hier  ist  das  „Maß  der  Vermutung" 

1 

J  x9dx 


l 

2  1023 


0-99903, 


1  1024 

Jx9dx 

0 

Wir  sehen,  man  kommt  wieder  einmal  zu  mehreren 
WAnsätzen,  von  denen  jeder  seine  Berechtigung  hat. 
Gegen  den  zweiten,  Kriesschen  Ansatz  könnte  man  viel- 
leicht sagen :  ich  habe  nach  9  Würfen  doch  nicht  dieselben 
Kenntnisse  wie  beim  1.  Wurfe,  ich  kenne  wenigstens  die 
9  Würfe,  wenn  ich  auch   über  die  obwaltenden  Verhält- 

9 
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nisse  nicht  mehr  weiß.  Aber  diese  Kenntnis  kann  nicht 
nach  den  von  der  WTheorie  gelieferten  Methoden  (Hypo- 
thesenprinzip) verwertet  werden,  da  wir  sonst  die  gerade 
angeführten  zu  hohen  Werte  erhalten. 

Diese  Schwierigkeit  erscheint  mir,  wenn  man  sich  kon- 
sequent auf  den  subjektiven  Standpunkt  stellt,  und  nicht, 
wenn  es  zu  den  Beispielen  kommt,  auf  den  objektiven 
Stuhl  setzt,  wenn  man  also,  wie  Stumpf,  alle  WAnsätze 
auf  Grund  des  Nichtwissens  zustandegekommen  erklärt, 

mithin  auch  den  Wert  ~  im  angezogenen  Münzbeispiel, 

für  unlösbar.  Die  daraus  zu  ziehenden  Konsequenzen 
dürften  sich  mit  den  bei  der  Besprechung  der  Stumpf- 
schen  Ansichten  (S.  67  ff.)  gezogenen  decken.  Die  Lösung 
dieses  Paradoxons  ergibt  sich  nach  Schluß  unserer  Aus- 
führungen über  das  6.  Prinzip  von  selbst. 

Das  3.  Prinzip  und  das  Theorem  von  Bernoulli  sind 
also  weder  logische  Regeln  zur  Bildung  von  Wkeits-  und 
Erwartungsurteilen,  noch  sind  sie  eine  Aussage  über  den 
Verlauf  einer  größeren  Klasse  von  Geschehnissen.  Selbst 
für  die  praktisch  unwichtigen  Glücksspiele,  im  Hinblick 
auf  die  sie  entstanden  sind,  gelten  sie  nur  angenähert  und 
es  ist  angezeigt,  sich  durch  eine  eingehendere  Erforschung 
eine  genauere  Kenntnis  des  Verlaufsmodus  dieser  Er- 
scheinungen zu  verschaffen  zu  trachten. 

Das  vierte  Prinzip. 

Die  Deutlichkeit,  mit  welcher  sich  der  auf  Ereignisse 
in  des  Wortes  engster  Bedeutung  abzielende  historische 
Kern  enthüllt,  wird  von  nun  an  immer  größer  werden. 
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Schon  die  Formulierung,  welche  Laplace  dem  4.  Prin- 
zipe  gegeben  hat,  ist  in  dieser  Hinsicht  charakteristisch. 
Sie  lautet:  „Wenn  zwei  Begebenheiten  voneinander  ab- 
hängen, so  ist  die  Wkeit  der  zusammengesetzten  Be- 
gebenheit das  Produkt  aus  der  Wkeit  der  ersten  Begeben- 
heit in  die  Wkeit,  daß  wenn  sich  die  erste  Begebenheit 
zugetragen  hat,  die  zweite  stattfinden  werde."  Es  wird 
liier  wirklich  schwer  halten,  für  Begebenheit  (Ereignis) 
beliebige  Urteilsmaterien  unterzusetzen;  doch  das  wer- 
den wir  schon  bei  den  Beispielen  sehen. 

Schon  bei  unsern  Ausführungen  über  das  3.  Prinzip 
—  sowohl  bei  der  Ableitung,  als  auch  anläßlich  der  Be- 
sprechung des  Glaubwürdigkeitsbeispieles  —  erwähnten 
wir,  daß  es  verschiedene  Auffassungen  des  Begriffes  der 
Unabhängigkeit,  bezw.  Abhängigkeit  zweier  Ereignisse 
gibt,  die  hier  nochmals  wiederholt  werden  müssen.  Der 
Anhänger  der  obj.  Theorie  faßt  natürlich  die  Begriffe 
der  Abhängigkeit  und  Unabhängigkeit  im  Sinne  von 
praktischer  A.  oder  U.  auf,  während  der  Anhänger  der 
subjektiven  Theorie  diesen  Begriff  auf  unsern  Kenntnis- 
stand bezieht  und  ein  Ereignis  dann  abhängig  nennt, 
wenn  die  Kenntnis  vom  Eintritt  des  einen  Ereignisses  die 
Daten,  die  der  Bildung  des  WBruches  für  das  2.  Ereignis 
zugrunde  liegen,  verändert. 

Als  Paradygma  nun  bringt  Laplace  das  Beispiel  von 
3  Urnen  A,  B  und  C,  wovon  2  nur  weiße  Kugeln  enthalten, 
während   die  3.  nur  schwarze  Kugeln   einschließt.    Die 

3 
Wkeit,  eine  weiße  Kugel  aus  der  Urne  C  zu  ziehen,  =  -^, 

da  von  3  Urnen  2  nur  Kugeln  dieser  Farbe  enthalten.  So- 

Q* 
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bald  aber  aus  der  Urne  C  gezogen  und  dabei  eine  weiße 
Kugel  erhalten  wurde,  so  ist,  da  sich  jetzt  die  Ungewiß- 
heit hinsichtlich  derjenigen  Urne,  die  bloß  schwarze  Ku- 
geln enthält,  nur  mehr  auf  2  Urnen  A  und  B  erstreckt,  die 

Wkeit,  eine  weiße  Kugel  aus  der  Urne  B  zu  ziehen,  =  ■= 

Damit  habe  ich  aber  der  durch  den  ersten  Zug  hervor- 
gerufenen Veränderung  der  Daten  für  die  Beurteilung  des 
zweiten  Zuges  bereits  Rechnung  getragen  und  es  sind 
aus  den  abhängigen  Ereignissen  unabhängige  geworden. 
Die  Wkeit  des  zusammengesetzten  Ereignisses  nun,  zwei 
weiße  Kugeln  auf  einmal  aus  der  Urne  B  und  C  zu  ziehen, 

ist  daher  W=-~-  ö— ^- 

Das  für  das  4.  Prinzip  Charakteristische  ist  also  die 
durch  den  Eintritt  des  1.  Ereignisses  stattfindende  Ver- 
änderung der  Daten  für  die  Bildung  des  das  Eintreffen 
des  2.  Ereignisses  betreffenden  WUrteiles. 

Den  auf  den  Sätzen  der  Kombinatorik  beruhenden  Be- 
weis führt  A.  Meyer  (Vorlesungen  über  WRechnung, 
S.  15)  in  nachstehender  Weise: 

Es  sei  fx  die  Anzahl  aller  Fälle,  worunter  a  dem  1.  Er- 
eignis günstig  sind.  Befinden  sich  unter  diesen  a-Fällen 
b  dem  zweiten  Ereignisse  günstige,  so  ist  die  Wkeit  für 
das  Eintreffen  des  letzteren,  wobei  auch  das  erstere  statt- 
findet, offenbar  — .  Nun  ist  aber  die  Wkeit  des  1.  Ereig- 
fi 

nisses  — ;  die  Wkeit  des  2.  nach  dem  Eintreffen  des  1.  ist 
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-,  denn  nachdem  einer  der  a-Fälle  eintreffen  muß,  brau- 
a 

dien  auch  nur  diese  beachtet  zu  werden. 

Tatsächlich  ist  —  = ,  w  •  z  •  b  •  w . 

fi      (i  a 

Man  gab  auch  dein  4.  Prinzipe  eine  etwas  allgemeinere 
Fassung  und  nannte  den  ersten  WWert  die  absolute,  den 
zweiten  die  relative  Wkeit. 

Das  4.  Prinzip  für  sich  allein  wird  wenig  angewendet, 
bezeichnender  Weise  auch  wieder  nur  in  bestimmten 
Fällen  bei  objektiv  begründeten  Glücksspielen.  Die  dabei 
gewöhnlich  gebrauchten  Beispiele,  wie  nach  der  Wkeit 
zu  fragen,  aus  einem  Kartenspiele  von  32  Karten  nach- 
einander 2  Könige  zu  ziehen,  brauchen  hier  nicht  be- 
sprochen zu  werden;  wir  wissen  ja  aus  den  früheren 
Ausführungen,  aus  dem  von  Seite  der  Kritik  der  obj.  An- 
schauungsweise übrig  gelassenen  Anwendungsgebiete,  daß 
auf  dem  Gebiete  der  Zufallsgeschehnisse  die  Sätze  der 
gegenwärtigen  WTheorie  eine  allerdings  mit  gewissen 
Einschränkungen  versehene,  annähernde  Geltung  besitzen 
und  wir  hätten  bezüglich  der  Anwendungen  bei  den  Zu- 
fallsspielen hier  nur  Analoges  zu  dem  vorzubringen, 
was  wir  beim  Th.  v.  B.  gesagt  haben.  Das  Hauptanwen- 
dungsgebiet  des  4.  Prinzipes  aber  finden  wir  bei  den  An- 
wendungen des  6.  Prinzipes,  das  das  4.  in  sich  enthält; 
wobei  es  eben  eine  über  das  enge  Gebiet  der  Glücksspiele 
hinausgehende  Bedeutung  haben  soll. 

Da  ist  nun  gleich  ein  Einwand  zu  erheben.  Aus  welchen 
innern  Gründen  wird  z.  B.  bei  dem  bereits  besprochenen 
(S.  112 f.)  Glaubwürdigkeitsbeispiel  von  Laplace  (und 
auch  andern)  das  4.  Prinzip  im  Rahmen  des  6.,  des  Hypo- 
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thesenprinzipes,  angewendet  und  nicht  für  sich  allein? 
Beim  angezogenen  Beispiel  sind  nur  2  Werte  gegeben; 
der  Zeugenglaubwürdigkeitswert  und  WWert  des  Ereig- 
nisses: für  sich  allein.  Aus  welcher  aus  den  Sätzen  der  Dis- 
ziplin hervorgehenden  Nötigung  muß  ich  mir  dabei  2  Hy- 
pothesen bilden:  Entweder  ist  das  Ereignis  einge- 
troffen und  der  Zeuge  hat  wahr  berichtet  oder  es  ist  nicht 
eingetroffen  und  er  hat  falsch  berichtet?  Es  tritt  dadurch 
keine  Bereicherung  des  Wissens  ein,  daß  ich  sage,  der 
vorliegende  Bericht  ist  aus  diesen  2  Hypothesen  erklär- 
bar; die  Bildung  der  Disjunktion  „ist  oder  ist  nicht"  ent- 
springt unserer  subjektiven  Willkür  und  vermehrt  unser 
Wissen  in  keiner  Weise. 

Nun,  diese  Praxis  wurde  einmal  geübt  und  unser  Wür- 
fel-Beispiel (S.  112  f  und  113)  so  gerechnet:  Die  vor- 
gängige (absolute)  Wkeit  der   1.  Hypothese  =   ^,  ihr 

99 

Erklärungswert  (relative  Wkeit)  =  tt^;  die  vorgängige 

5  1 
Wkeit  der  2.  Hypothese  =  — ,  die  relative  =  -txr. 

6  100 

Nach  dem  6.  Prinzip,  bei  dem  die  in  Frage  stehende 
Hypothese  selbst  wieder  wie  ein  Zug  einer  bestimmten 
Kugel  aus  einer  Anzahl  gemischter  behandelt  wird,  wobei 
die  andern  in  Betracht  kommenden  Hypothesen  die 
übrigen  Kugeln  darstellen,  ist  daher  die  Wkeit  der 
ersten  Hypothese 

6*100  99 


Wx 


1  JüL_i_5  J_     104 

6*  100+6*  100 
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1     99         5      1 

Die  beiden  Ausdrücke  ■=  •  tf^  und  -=  •  77^  nun  stellen  An- 
6    100         o    100 

Wendungen  des  4.  Prinzipes,  des  Prinzipes  der  Zusam- 
mensetzung abhängiger  „Ereignisse"  dar;  diese  werden 
wir  hier  einer  Besprechung  unterziehen.    Stellt  der  Aus- 

1     99 
druck  ö*T?^  nun  wirklich  2  abhängige  Ereignisse  im 

0     I0U 

Sinne  der  von  den  Subjektiven  gegebenen  Definition  der 
Abhängigkeit  dar?  Die  Kenntnis  vom  Eintritt  des  1.  Er- 
eignisses, die  Ziehung  der  Zahl  5,  mit  der  Wkeit  ^  ver- 
ändert mir  die  Daten  für  die  Bildung  des  WBruches  für 
das  zweite  Ereignis,  also  hier,  daß  der  Zeuge  die  Wahr- 
heit sagt,  nicht  in  der  Weise,  daß  seine  Aussage  dann  die 

99 

Wkeit  j^r  bekommt;  sondern  ich  weiß  dann  einfach,  daß 

er  wahr  berichtet  hat  und  ein  Wkeitswert  seiner  Glaub- 
würdigkeit ist  überflüssig  geworden.  Eine  Wkeitsbestim- 
mung  seiner  Glaubwürdigkeit  hat  nur  einen  Sinn,  wenn 
ich  vom  Eintritt  des  Ereignisses  eben  keine  Kenntnis 
habe.  Daher  ist  hier  die  Anwendung  des  4.  Prinzipes 
nicht  statthaft  und  unsere  Frage  ist  zu  verneinen.  Die 
beiden  Ereignisse  hängen,  so  genommen,  überhaupt  nicht 
zusammen,  wie  ein  Blick  auf  ihre  Kombinatorik  lehrt.  Die 
Glaubwürdigkeit  des  Zeugen  ist  nicht  auf  den  Bericht 
gerade  dieser  Würfelwürfe  geeicht,  sondern  auf  den  Be- 
richt auch  anderer  Zufallsgeschehnisse,  ja  überhaupt  be- 
liebiger Dinge  und  der  Fall  der  Lüge  ist  schon  gezählt, 
wenn  er  bei  einer  andern  Tatsache  einmal  falsch  berichtet 
hat.  Kurzum  weder  vom  Standpunkt  eines  allgemein 
gültigen  logischen  Regulativs  noch  vom  Boden  der  zu- 
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fallstechnischcn  Kombinatorik  aus  ist  hier  diese  Anwen- 
dung des  4.  Prinzipes  möglich. 

Laplace  rechnet  etwas  anders.  Zwar  bildet  auch  er 
2  Hypothesen,  die,  daß  der  Zeuge  wahr  aussagt,  und  die, 
daß  der  Zeuge   falsch   aussagt.    Den  Glaubwürdigkeits- 

9 

faktor  nimmt  er  mit  y~  an,  und  der  Bericht  sagt,  daß  aus 

einer  Urne  mit  1000  Nummern  von  uns  die  Nummer  79 
gezogen  wurde.  Nach  der  ersten  Hypothese  nun,  sagt 
Laplace,  ist  die  Wkeit,  daß  der  Zeuge    die  Nummer   79 

aussagen  wird,  inm;  daher  ist  die  Wkeit  des  beobach- 

9 

teten  Ereignisses  nach  dieser  Hypothese  1f>fwy  Wenn  der 

Zeuge  aber  falsch  aussagt,   so  ist  die  Nummer  79  nicht 

999 
herausgekommen  und  die  Wkeit  dieses  Falles  ist  1f>nn;  die 

Wkeit  aber,  daß  er  die  Nummer  79  zum  Aussagen  wählt, 
ist  öqq.  Multipliziert  man  diese  beiden  Wkeiten,  so  er- 
hält man  nach  der  2.  Hypothese  ttttw^  als  Wkeitswert,  daß 
der  Zeuge  die  Nummer  79  aussagen  wird.  Da  diese  Wkeit 
noch  mit  der  Wkeit  y~  der  Hypothese  selbst  zu  multipli- 
zieren ist,  so  ergibt  sich  die  Wkeit  des  Ereignisses  nach 
dieser  Hypothese  mit  tt^yj-    Nach  dem  6.  Prinzipe  nun 

ist  die  Wkeit  bezüglich  der  1.  Hypothese  zu  dividieren 
durch  die  Summe  der  Wkeiten  nach  beiden  Hypothesen. 
Die  Wkeit  der  1.  Hypothese,  daß  der  Zeuge  wahr  aussagt 
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und  die  Nummer  79  herausgekommen  ist,  ist  also 

9 
10000  9 


1  10' 


10000^10000 

gerade  der  Glaubwürdigkeit  des  Zeugen. 

Man  ersieht  leicht,  daß  dieses  etwas  verblüffende  Er- 
gebnis dem  Umstand  zuzuschreiben  ist,  daß  alle  dem  Er- 
eignis ungünstigen  Chancen  je  ein  eigenes  Ereignis  reprä- 
sentieren. Ist  das  nicht  der  Fall  und  haben  die  ungün- 
stigen Chancen  beispielsweise  alle  nur  dasselbe  Ereignis 
zur  Folge,  wie  wenn  in  derselben  Urne  999  schwarze 
Kugeln  und  eine  weiße  enthalten  sind,  so  ist  nach  Lap- 
lace  auch  das  wtheoretische  Ergebnis  ein  anderes, 
nämlich : 

9 
10000  9  1 


999        1008       112 


10000  '  10000 

Auch  bei  der  Laplaceschen  Rechnungsart  will  mich 
bedünken,  daß  wir  hier  keine  Zusammensetzung  ab- 
hängiger Ereignisse  haben.  Wenn  ich  schon  einmal  dar- 
auf Rücksicht  nehme,  daß  er  auch  im  Falle  der  Lüge  die 
Zahl  79  aus  den  andern  auszuwählen  hat,  so  kommt  mir 
vor,  weiß  ich  ja  schon  von  vornherein,  daß  seine  Angabe 

der  Nummer  79  immer  tt^  wahrscheinlich  ist,  ob  er  lügt 

oder  nicht.    Es  besteht  also  keine  Abhängigkeit,  da  durch 
die  Kenntnis  vorn  Eintritt  des  einen  Ereignis  die  Daten 
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zur  Bildung  des  WUrteiles  für  das  zweite  nicht  verändert 
werden. 

An  der  Laplaceschen  Art  zu  rechnen  fallen  übrigens 
mehrere  Eigenschaften  ungünstig  auf;  so  die  eigenartige, 
der  Zufallstechnik  sich  anpassende  Behandlung  der 
Urteilsmaterie,  die  einer  allgemein  logischen  Auffassung 
der  Wkeitsregeln  entschieden  im  Wege  steht;  ferner  der 
Mangel  einer  Begründung  für  die  Anwendung  des  Hypo- 
thesenprinzipes.  Die  erstere  Eigenschaft  ist  wohl  die 
Ursache  derjenigen  Seiten  der  Laplaceschen  Wkeits- 
bestimmung,  die  sich  zuerst  der  Kritik  zum  Angriff  bieten. 

Nun  deren  Einwände.  Soll  wirklich  in  all 
denjenigen  Fällen,  wo  die  Chancen  je  ein  eigenes  Ereig- 
nis darstellen,  die  Glaubwürdigkeit  des  Zeugen  der  allei- 
nige Maßstab  für  die  Wkeit  des  Berichtes  sein  und  die 
Wkeit  des  Ereignisses  keinen  Einfluß  haben?  Soll  es 
denn  gleichgültig  sein,  wie  es  aus  der  Laplaceschen 
Art  zu  rechnen  folgt,  wenn  mir  ein  Zeuge  die  Ziehung  der 
Nummer  3  berichtet,  ob  die  Zahl  der  Nummern  10,  100, 
1000  oder  eine  Million  ist?  Meinem  Gefühle  nach  wider- 
spricht das  dem  gesunden  Menschenverstände. 

Entspricht  ferner  der  gewaltige  Abfall  der  Wkeitsgröße 
zwischen  dem  soeben  besprochenen  Falle  und  jenem,  bei 
dem  der  eine  Teil  der  Chancen  nur  1  Ereignis  begün- 
stigen, dem  gesunden  Menschenverstände?  Meinem  Ge- 
fühle nach  auch  nicht.  Führen  wir  beide  Fälle  in  einer 
möglichst  vergleichbaren  Form  vor.  Hierbei  können  wir 
den  zweiten  im  Laplaceschen  Originale  lassen.  Beim 
ersten  aber  nehmen  wir  statt  der  Nummern  auch  Kugeln 
und  zwar  seien  soviel  (1000)  Farben  als  Kugeln.    Wenn 
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9 

mir  nun  der  Zeuge  von  der  Glaubwürdigkeit  jx  berichtet, 

die  ultramarinblaue  Kugel  sei  gezogen  worden,   so   hat 

9 

das  die  Wkeit  y~,   ist  also  sehr  wahrscheinlich.     Wenn 

er  aber  im  zweiten  Falle,  wo  die  übrigen  Kugeln  einfarbig 
sind,  berichtet,  die  weiße  sei  gezogen  worden,  so  hat  dies 

die  Wkeit  jjk,  ist  also  sehr  unwahrscheinlich.  Wie  be- 
reits bemerkt,  erscheint  mir  dieser  große  Wertsturz 
weder  stattzufinden  noch  begründet  werden  zu  können. 
Diese  Wahl  des  Zeugen,  mit  der  ihn  Laplace  begründet, 
der  berichteten  Nummer  bzw.  Kugel  unter  den  vielen, 
ist  ja  nur  eine  fiktive  und  findet  in  der  Wirklichkeit  nicht 
statt,  so  daß  der  aus  ihr  hervorgehende  Wkeitwert  sicher 
nicht  das  volle  Gewicht  jener  Zahlen  hat. 

Man  könnte  diese  Beispiele  noch  anders  zu  rechnen 
versuchen  und  dabei  die  Zeugenglaubwürdigkeit  als  die 
absolute,  die  Wkeit  des  Ereignisses  selbst  aber  als  die 
relative  Wkeit  auffassen.  Aber  auch  dies  ist  unter  dem 
Gesichtspunkte  der  subjektivistischen  Definition  der  Ab- 
hängigkeit nicht  möglich.  Denn  die  Kenntnis  vom  Ein- 
tritt des  1.  Ereignisses,  also  davon,  daß  der  Zeuge  die 
Wahrheit  gesprochen  hat  oder  gelogen,  verändert  zwar 
die  Daten  für  die  wtheoretische  Beurteilung  des  2.  Ereig- 
nisses, aber  in  der  Weise,  daß  dann  das  2.  Ereignis  den 
Sicherheits-  oder  Unmöglichkeitswert  bekommt.  Eine 
Zusammensetzung  in  der  obigen  Weise  ist  also  unmöglich. 

Aus  den  vorstehenden  Ausführungen  ersehen  wir  also, 
daß  1.  keine  Veranlassung  besteht,  das  Hypothesenprinzip 
in  diesem  Falle  in  Anwendung  zu  bringen,  zweitens,  daß 
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eine  Auffassung  der  Ereignisse  als  abhängige  im  Sinne 
der  subjektiven  Definition  zu  krassen  Widersprüchen 
mit  den  WBestimmungen  des  gesunden  Menschenver- 
standes führt,  daß  demnach  die  der  subjektivistischen 
Definition  zugrunde  liegende  Tendenz,  durch  deren  eigen- 
tümlichen Charakter  dem  4.  Prinzip  eine  über  das  enge 
Gebiet  der  Zufallsspiele  hinausgehende  Anwendung  zu 
verschaffen  und  ihm  eine  allgemein  logische  Bedeutung 
zu  verleihen,  wenigstens  für  dieses  paradigmatische  Bei- 
spiel als  gescheitert  zu  betrachten  ist. 

Im  Gewände  des  3.  Prinzipes  aber  ist  dieser  Fall  schon 
besprochen  worden. 

Daß  das  4.  Prinzip  keineswegs  eine  Seite  unserer  logi- 
schen Verstandesorganisation  ausdrückt,  die  selbsttätig 
funktioniert,  wenn  wir  uns  in  einem  gewissen  Zustande 
beschränkten  Nichtwissens  befinden,  kann  noch  ein  wei- 
teres Beispiel  zeigen,  das  wir  gleichfalls  den  Anwen- 
dungen des  6.  Prinzipes  entnehmen.  Hierbei  mag  noch 
bemerkt  werden,  daß  bei  letzterem  Prinzipe  die  absolute 
Wkeit  einer  Hypothese  ihre  vorgängige  Wkeit  genannt 
wird,  ihre  relative  aber  ihr  Erklärungswert  heißt,  zwei 
Ausdrücke,  die  ihre  Stellung  bei  einer  Hypothese  recht 
gut  kennzeichnen.  Soll  ich  den  Erklärungswert  näher 
definieren,  so  ist  das  jene  Wkeit,  mit  der  das  in  Frage 
stehende  Ereignis  aus  dieser  Hypothese  hervorgeht,  bzw. 
erklärt  wird. 

Nehmen  wir  an.  es  handle  sich  darum,  ob  ein  Ange- 
klagter des  ihm  geziehenen  Verbrechens  schuldig  ist  oder 
nicht.  Die  Schuld-Hypothese  habe  schon  von  vornherein 
eine  gewisse  Wkeit  (schlechter  Leumund)  und  anderer- 
seits   habe  sie    einen    großen  Erklärungswert   (spezielle 
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Tatmomente).  Man  möchte  nun  meinen,  und  am"  den 
Richter  ist  dies  auch  die  Wirkung,  daß  diese  beiden 
Wkeiten  sich  so  zusammensetzen,  daß  eine  erhöhte 
Wkeit  für  die  Hypothese  entsteht.  Da  aber  echte  Brüche- 
mit  einander  multipliziert,  ihren  Wert  vermindern,  so  tritt 
nach  der  WTheorie  das  Gegenteil  ein;  eine  Erhöhung 
des  Wkeitswertes  einer  Hypothese  kann  nach  ihr  nur  da- 
durch eintreten,  daß  diese  Hypothese  durch  andere  von 
kleineren  WWerten  gemessen  wird.  Das  ist  jedoch  eine 
Erscheinung,  die  in  praxi  nicht  statt  hat;  die  Wahrschein- 
lichkeit einer  Hypothese  erhöht  sich  in  unserem  Gefühle, 
wenn  sich  mit  dem  Erklärungswert  noch  eine  höhere  vor- 
gängige Wahrscheinlichkeit  verbindet  oder  umgekehrt 
zu  einer  bestimmten  vorgängigen  Wahrscheinlichkeit  ein 
großer  Erklärungswert  hinzutritt,  und  zwar,  was  die 
Hauptsache  ist,  ohne  Rücksicht  auf  andere  etwa 
noch  in  Betracht  kommende  Hypothesen. 

Soviel  einstweilen  über  das  4.  Prinzip  im  Organismus 
des  6.,  wo  man  eine  allgemeine  Anwendung  des  4. 
Prinzipes  erreichen  zu  können  glaubte.  Die  bisher  ange- 
führten Beispiele  entsprechen  den  beiden  ersten  Bei- 
spielstypen bei  der  Besprechung  des  3.  Prinzipes.  Bleibt 
noch  der  dritte  und  letzte  Typus,  Zufallsgeschehnis  mit 
subjektiv  gleichmöglichen  Fällen,  also  die  Urne  mit 
schwarzen  und  weißen  Kugeln  in  unbekanntem  Mi- 
schungsverhältnis. Um  die  Ereignisse  (die  Züge  aus  der 
Urne)  zu  abhängigen  zu  machen,  lassen  wir  die  Züge  auf- 
einander folgen,  sodaß  wir  den  ersten  Zug  bereits  ken- 
nen, ehe  wir  den  2.  tun.  Die  Urne  enthalte  a  +  b  =  20  Ku- 
geln. Und  die  gezogene  Kugel  wird  nicht  wieder  zurückge- 
legt. Wahrscheinlichkeit  des  Zuges  einer  weißen  Kugel  für 
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das  erstemal  =  ~.  Sie  sei  gezogen  worden.  Wahrschein- 
lichkeit des  Zuges  einer  weißen  Kugel  für  das  zweitemal 

a  —  1  9 

=  — ri t  =  th *)    Die  Wahrscheinlichkeit,  zwei  weiße 

a  +  b  —  1       19  J' 

1    9        9 

Kugeln  nacheinander  zu   ziehen,   ist   daher  9-Tq  — öö. 

das  ist  etwas  weniger  als  ein  Viertel.  Wir  erhalten  also 
nahezu  den  gleichen  Wert,  wie  seinerzeit  beim  3.  Prinzipe. 
Und  wie  damals  der  Wert  dem  gesunden  Menschenverstand 
nicht  entsprach,  so  tut  es  auch  dieser  nicht.  Außerdem 
zeigt  die  kleine  Wahrscheinlichkeits-Differenz  zwischen 
beiden  Fällen,  daß  da  Dinge  geschehen,  für  die  dem  ge- 
sunden Menschenverstand  das  Verständnis  abgeht.  Was 
soll  eine  solche  Wahrscheinlichkeitsverschiebung  bei  der 
großen  allgemeinen  Unsicherheit  für  einen  Sinn  haben? 
Zur  vollendeten  Unmöglichkeit  aber  erhebt  sich  die  Dis- 
harmonie, wenn  zehnmal  gezogen  und  weiß  erhalten 
wurde.  Denn  dann  ist  die  Zahl  der  weißgünstigen  Fälle 
durch  die  beständige  Subtraktion  für  den  11.  Fall  auf  0 
gesunken,  obwohl  faktisch  für  ihn  das  gleiche  Maß  der 
Unsicherheit  besteht. 

Es  muß  hier  noch  die  von  der  subjektiven  Richtung 
verschiedene  Auffassung  der  Abhängigkeit  von  Seiten  des 
konsequenten  Anhängers  der  objektiven  Theorie  und  ihre 
Folgerungen  besprochen  werden.  Der  Begriff  der  Ab- 
hängigkeit, bzw.  Unabhängigkeit  hat  für  den  Objektiven 
den  Sinn  des  gewöhnlichen  Sprachgebrauchs  und  be- 
deutet daher  faktische  Beeinflussung,  bzw.  den  Mangel 


*)  Nach  A.  Meyer,  WRechnung. 
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einer  solchen.  Die  unter  dem  4.  Prinzip  gerechneten 
Beispiele  sind  daher  für  ihn  nur  in  dem  Eintreffen  der  Er- 
eignisse etwas  anders  angeordnete  Zufallspiele.  Der 
Anhänger  der  subj.  Theorie  gibt  bekanntlich  dem  Begriff 
der  Abhängigkeit  eine  andere  Deutung;  es  ist  aber  nicht 
unwichtig  anzumerken,  daß  er  auch  bei  den  Beispielen 
der  „abhängigen"  Ereignisse  die  Unabhängigkeit  der 
Einzelfälle  im  objektiven  Sinne  voraussetzt  und  voraus- 
zusetzen genötigt  ist.  Sollte  er  daher  einmal  in  die  Lage 
kommen,  die  Wkeit  objektiv  abhängiger  Ereignisse  zu 
berechnen,  so  läßt  ihn  sein  hierfür  bestimmtes  4.  Prinzip 
völlig  im  Stich. 

Auch  vom  4.  Prinzip  gilt  dasselbe  wie  vom  3.  und  dem 
Theorem  v.  B.  Es  ist  keine  logische  Regel  zur  Bildung 
von  WUrteilen  und  eine  angenäherte  Geltung  besitzt  es 
nur  bei  objektiv  fundierten  Glücksspielen. 

Das  5.  Prinzip  und  einiges  über  das  6.  Prinzip. 

Das  soeben  behandelt  4.  Prinzip  lautet,  wenn  ich  P  die 
zusammengesetzte  Wkeit  nenne,  und  die  absolute  Wkeit 
mit  pa,  die  relative  mit  pr  bezeichne,  in  der  Form  einer 
Gleichung 

P  =  Pa-Pr.  (1 

Daraus  kann  ich  pr  ausrechnen: 

P  n 

Pr  =  —-  (2 

Pa 

Diese  Gleichung  (2  ist  das  5.  Prinzip  und  lautet  (nach 
Laplaces  Formulierung) :  „Wenn  man  a  priori  die  Wkeit 
einer  vorgefallenen  Begebenheit  und  auch  die  Wkeit 
einer  solchen  Begebenheit  berechnet,  welche  aus  dieser 
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und  noch  einer  andern  Begebenheit,  die  man  erwartet, 
zusammengesetzt  ist:  so  ist  der  Quotient,  den  man  erhält, 
wenn  man  die  zweite  Wkeit  durch  die  erste  dividiert, 
gleich  der  Wkeit  der  erwarteten  Begebenheit,  geschlos- 
sen aus  der  beobachteten  Begebenheit." 

Da  die  zusammengesetzte  Wkeit  unter  gewöhnlichen 
Umständen  nur  bekannt  ist,  wenn  man  die  Detailwkeiten 
kennt,  so  wäre  das  5.  Prinzip  eigentlich  sinnlos,  wenn  es 
kein  Mittel  gäbe,  die  Qesamtwkeit  P  auf  anderem  Wege 
zu  eruieren.  Man  glaubte  aber,  daß  das  Theorem  v.  Ber- 
noulli  diesen  Weg  biete.  Denn,  so  sagt  man,  dieses 
Theorem  lasse  eine  Wkeitsbestimmung  a  posteriori  zu, 
da  ja  bei  einer  großen  Anzahl  von  Versuchen  eine  den 
wirklichen  Chancen  annähernd  entsprechende  Verteilung 
eintritt.  Man  könnte  mithin  auf  empirische  Weise  die 
Qesamtwkeit  P  erhalten,  und  damit  auch  den  Wert  pr- 
Zwei  Beispiele:  Im  Kopf-Wappenspiel  wurde  überwiegend 
Kopf  geworfen,  so  daß  sich  die  a  posteriori  gefundene 

Wkeit  für  Wappen  bloß  auf  -  (/.  e.P  =  -)  stellt.   Habe  ich 

6  6 

nun  die  Wkeit  für  Wappen  a  priori  mit  ■=  (i.  e.  pa  =  «)  be- 

P 

wertet,   so  können  wir  nun  die  Gleichung   (2  pr  =  — 

Pa 

in  Anwendung  bringen  und  finden: 

\ 

6       1 
/J'  =  T=3' 

2 
Oder  bei  einer  Urne  mit  einem  unbekannten  Mischungs- 
verhältnis weißerund  schwarzer  Kugeln  und  infolgedessen 
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mit  der  apriorischenWkeit  -=  für  schwarz  und  weiß  erhalte 
ich  die  Verteilung  2:5; 

Prs  ~  rj :  2  —  7  • 

Es  ist  eigentlich  ein  Widerspruch  mit  meiner  bisher 
vorgetragenen  Kritik,  wenn  ich  nach  ihr  noch  die  auf 
den  kritisierten  Prinzipien  beruhenden  und  aus  ihnen 
hervorgegangenen  weiteren  Prinzipien  behandle.  Allein 
es  knüpfen  sich  an  das  5.  und  6.  Prinzip  die  bekannten 
und  viel  umstrittenen  Erörterungen  über  die  empirische 
und  aposteriorische  Wkeit  und  es  möchte  einer,  auch 
wenn  er  dem  Vorhergegangenen  beipflichten  sollte,  viel- 
leicht hier  doch  noch  eine  mögliche  Rettung  für  die  an- 
dern Ansichten  erblicken.  Es  ist  daher  nötig,  auch  diese 
Dinge  zu  besprechen.  Ich  beginne  nun  zuerst  an  der 
Hand  des  Beispieles  mit  der  Kritik  des  5.  Prinzipes.  Mir 
erscheint  der  Wert  pr  (nicht  der  Wert  pal;  für  sich  ge- 
nommen), sinnlos.  Was  soll  pr  in  diesen  Beispielen  sein? 
Vielleicht  die  relative  Wkeit,  die  wir  im  4.  Prinzipe  ken- 
nen gelernt  haben,  also  „die  Wkeit,  daß  ein  Ereignis 
stattfinden  wird,  wenn  sich  die  erste  Begebenheit  zuge- 
tragen hat?"  Davon  wird  wohl  schwerlich  die  Rede  sein 
können.  Denn  wir  haben  nur  e  i  n  Ereignis,  und  zwar 
ein  Ereignis,  das  wir  in  den  bisherigen  Erörterungen 
immer  unter  den  einfachen  aufgeführt  gesehen  haben.  Wo- 
her wissen  wir  ferner  etwas  über  die  Abhängigkeit  dieser 
beiden  Ereignisse  oder  dieser  beiden  Wkeiten  {pa  und 
Pr)?  Oder  sollen  wir  vielleicht  mit  pr  den  außer  acht  ge- 
lassenen Teil  der  Chancen  damit  bezeichnen?  Auch  nicht 
gut  möglich.    Denn  der  Ausdruck  Chancen  bedeutet  die 

10 
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„subjektiv"  oder  „objektiv"  vorhandenen  günstigen  Fälle 
oder  Umstände,  und  diese  werden  nach  dem  1.  und  2. 
Prinzipe,  also  additiv,  zusammengesetzt.  In  welcher 
Beziehung  steht  überhaupt  der  neue  Wert  pr  zum  alten 
Pa?  Mich  dünkt,  eine  solche  Beziehung  ist  nicht  anzu- 
geben. Und  doch  muß  eine  solche  bestimmt  zu  qualifi- 
zierende Beziehung  vorhanden  sein,  ehe  man  es  unter- 
nehmen kann,  die  beiden  Werte  wie  die  WWerte  ab- 
hängiger Ereignisse  zusammenzusetzen.  Auch  d  i  e  Rede 
geht  nicht  an:  Man  hat  eben  das  Wort  „Ereignis"  im  5. 
Prinzip  nicht  wörtlich  zu  nehmen!  Denn  wir  wissen, 
daß  beim  4.  Prinzip  eine  Auffassung  des  Ausdruckes  „Er- 
eignis" als  „beliebige  Urteilsmaterie"  schlechterdings 
nicht  statthaft  ist,  was  von  seiner  Umkehrung  natürlich 
geradeso  gilt.  Und  abgesehen  davon,  daß  damit  noch 
immer  nicht  die  Berechtigung  für  die  Vernachlässigung 
des  Adjektivums:  abhängig  erwiesen  ist,  rächt  sich  die 
Außerachtlassung  des  Umstandes,  daß  das  4.  Prinzip  und 
seine  Umkehrung  nur  für  Ereignisse  eine  einwandfreiere 
Anwendung  zuläßt,  sofort.  Ich  brauche  in  den  angeführ- 
ten Beispielen  nur  nach  der  Wkeit  von  Kopf,  bzw.  weiß 

5 
zu  fragen,   also   beim    1.:    Pkop/=  ^   (die   Qegenwkeit 

von  P  für  Wappen);  pa,  die  a  priori  angesetzte,  „abso- 
lute", Wkeit  von  Kopf  ist  wie  bei  Wappen  =  -^;  daher 

ist   die   relative  Wkeit  pr  von  Kopf  nach  der  Gleichung 

P_      5  Ji^ö 
Pr~~pa~~6:2~  3' 


Beim  2.  Beispiele: 
t 


5  1  5    1       10 

tJweiß=~,Pa  =  7i,P> 
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Wir  erhalten  also  Zahlen  und  Werte,  die  über  1  liegen  und 
wkeitstheoretisch  keinen  Sinn  mehr  haben.  Hiermit  ist  aber 
auch  inmathematischer  Hinsicht  dargetan,  daß  das5.Prinzip 
die  von  der  subjektiven  Theorie  gewünschte  allgemeine  An- 
wendung nicht  finden  kann  und  daß  auch  die  Anwendung  auf 
diese  vorgebrachten  paradigmatischen  Beispiele  nicht 
möglich  ist.  Ja,  eine  kurze  Überlegung,  bei  der  wir  etwa 
den  ersten  Wert/?a  als  einen  Unkenntnisansatz  des  1. 
zweier  wirklicher  abhängiger  Ereignisse  annehmen,  zeigt 
uns,  daß  dieses  Prinzip  nur  bei  objektiv  fundierten  ab- 
hängigen Ereignissen  und  auch  da  nur  gilt,  wenn  es  sicher 
ist,  daß  außer  diesen  beiden  keine  andern  in  Frage  kom- 
men können;  in  allen  andern  Fällen  können  wir  Werte 
über  1  erhalten. 

Das  Verhältnis  von  P  zu  pa  in  den  durch  die  beiden 
angeführten  Beispiele  charakterisierten  Fällen  liegt  auch 
den  Erörterungen  über  das  Verhältnis  der  empirischen 
(ungenauer  auch  aposteriorische  genannt)  und  apriori- 
schen Wkeit  zu  Grunde;  und  zwar  entspricht  der  P-Wert 
der  empirischen  und  der  Wert  pa  den  apriorischen  Wkeit 
Man  ist  nämlich,  meint  Stumpf,*)  wenn  der  statistisch 
festgestellte  WAnsatz  anders  lautet  als  der  auf  Grund 
des  Nichtwissens  zustandegekommene,  leicht  geneigt  zu 
sagen:  „Die  Chancen  sind  eben  andere  als  wir  voraus- 
gesetzt hatten,  die  Wirklichkeit  belehrt  uns  eines  Bes- 
seren." „Aber  was  heißt  dies,"  meint  Stumpf  weiter, 
„wenn  Chancen  nichts  anderes  bedeutet,  als  einen  ge- 
wissen Stand  unserer  Kenntnisse  und  Unkenntnisse. 
Dieser  war  wirklich  kein  anderer.    Und  nun  kommen  die 


11 )  Über  den  Begriff  der  mathematischen  Wkeit,  S.  92. 

10* 
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Anhänger  der  objektiven  Theorie  und  sagen:  ,Die  falsche 
Annahme,  die  ihr  gemacht  habt,  betraf  nicht  den  Wissens- 
stand, sondern  die  Ursachen  der  Ereignisse.  Von  ihnen 
hattet  ihr  vorausgesetzt,  daß  sie  nach  beiden  Seiten  hin 
gleich  lägen.  Der  Begriff  der  Chance  bedeutet  also  doch 
einen  objektiven  Zustand,  ein  Verhältnis  realer  Be- 
dingungen. Die  aposteriorische  Wkeit  läßt  sich  nicht  mit 
der  alten  Definition  vereinigen'." 

Es  läßt  sich  nun  nicht  leugnen,  daß  in  dem  Argument 
der  Objektiven  ein  gewisses  Gewicht  liegt,  zumal  da  sich 
die  Subjektiven  bei  den  Beispielen  stets  auf  gut  objektiv 
fundierte  Sitze  setzten,  und  sie  nur  dann  verließen,  wenn 
sie  von  den  objektiven  mit  der  Rede:  „Hier  gehört  ihr 
eigentlich  nicht  her!"  unangenehm  aufgescheucht  worden 
waren.  Dabei  bemächtigte  sich  ihrer  jedesmal  eine  gewisse 
Verzagtheit  und  Hilflosigkeit,  so  daß  es  wirklch  den  An- 
schein hatte,  als  ob  die  Subjektiven  durch  ihr  Verhalten  in 
praxi  zugäben,  daß  die  objektive  Theorie  eigentlich  im 
Rechte  sei.  Indessen  ist  die  Entgegnung  auf  den  „objek- 
tiven" Einwand  sehr  leicht,  und  zur  bloßen  Erwiderung 
darauf  hätte  ich  die  Angelegenheit  auch  nicht  zu  bespre- 
chen, wenn  es  sich  nicht  bei  ihr  noch  um  die  Frage  han- 
deln würde,  „wie  die  apriorische  Wkeit  durch  die  aposte- 
riorische korrigiert  und  verändert  wird".  Denn  ich  kann 
hier  nur  wiederholen,  was  schon  in  den  früheren  Kapiteln 
bis  zur  Langweiligkeit  auseinandergesetzt  wurde,  daß  ich 
vollständig  berechtigt  bin,  im  Falle  von  Nichtwissen,  zwar 
nicht  absolutem,  aber  wenigstens  partiellem,  ein  WUrteil 
zu  bilden;  daß  dasselbe,  da  es  nur  ein  wahrscheinliches 
Urteil  ist,  bei  Erreichung  größeren  Wissens  selbstver- 
ständlich abgeändert  werden  muß;  daß  aber  der  Begriff 
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der  objektiv  gültigen  Wkeit  eigentlich  eine  Kontradiktio  in 
se  ist.  Allein  Stumpf  gibt  diese  Entgegnung  nicht,  und  man 
begreift  daher  nicht  recht,  wogegen  sich  Stumpf  eigent- 
lich mit  einer  solchen  Energie,  als  ob  ein  vitaler  Angriff 
gemacht  worden  wäre,  wehrt  und  zu  wehren  braucht, 
worin  mit  einem  Wort  für  Stumpf  eine  eigentliche  Schwie- 
rigkeit liegt.  Nun,  soviel  ist  für  den  äußeren  Anblick  ja 
sicher,  daß  die  Objektiven  einen  Angriff  auf  die  alte  WDe- 
finition  versucht  haben.  Aber  Stumpf  begeht  nun  eine 
Ungeschicklichkeit,  indem  er  mit  dem  6.  Prinzipe  die  alte 
WDefinition  zu  retten  versucht,*)  wodurch  das  5.  Prinzip 
bereits  aufgegeben  ist.  Als  Polemik  gegen  die  Rede  der 
Objektiven  erscheint  mir  diese  Stumpfsche  Argumenta- 
tion übrigens  logisch  verfehlt,  denn  ich  kann  das  1.  und 
2.  Prinzip,  die  WDefinition  selbst,  nicht  gut  mit  einem 
Prinzipe  stützen,  das  selber  wieder  auf  ihr  aufgebaut  ist 
und  sie  als  Grundlage  enthält. 

Indes  sieht  man  zunächst  gar  nicht  ein,  warum  er  zu 
diesem  auch  aus  andern  Gründen  ungeschickten  Ausweg 
greift,  wenngleich  sich  derselbe  auch  als  Lehrsatz  in  den 
Lehrbüchern  der  WRechnung  vorfindet.  Man  ahnt  wohl 
vielleicht,  daß  der  bekannte  Stumpfsche  Gedanke,  daß 
alle  WUr  teile  nach  der  Theorie  vom  vollständigen 
und  gleichen  Nichtwissen  und  nach  derselben  kombina- 
torischen Methode  gebildet  würden,  ein  Moment,  das  ja 
auch  der  hartnäckigen  und  dortselbst  ziemlich  konsequen- 
ten, aber  infolgedessen  auch  eklatant  unhaltbaren  Stel- 
lung beim  Bernoullischen  Theoreme  zugrunde  liegt;  man 
ahnt  also,  sage  ich,  daß  dieser  Gedanke  etwa  den  Beweg- 


*)  1.  c  S.  93  ff,  besonders  S.  101  ff. 


—     150    — 

grund  zu  genanntem  Ausweg  abgegeben  haben  dürfte. 
Aber  deutlich  wird  derselbe  erst,  wenn  wir  noch  einmal 
auf  das  Theorem  v.  Bcrnoulli  zurückgehen.  Die  Schwie- 
rigkeit, an  der  Stumpf  hier  laboriert,  ist  dieselbe,  an  der 
er  seinerzeit  beim  Theorem  v.  Bernoulli  laborierte,  als 
der  ges.  Menschenverstand  eine  dem  Unkenntnisansatz 

=   entsprechende  Verteilung  der  weißen  und  schwarzen 

Kugeln  beim  öfteren  Ziehen  aus  der  verdeckten  Urne  nicht 
erwarten  wollte.  Und  wir  haben  damals  gesagt,  daß  diese 
Schwierigkeit  das  Theorem  v.  Bernoulli  selbst  in  Frage 
stellen  könnte.  Das  Theorem  sagt  kurz:  „Die  Verteilung 
entspricht  den  Chancen."  Dies  kann  ich  natürlich  auch 
umkehren  und  sagen:  „Die  Chancen  entsprechen  der  Ver- 
teilung." Diese  Umkehrung  ist  am  Platze  bei  der  empi- 
rischen Wkeit,  wo  die  Verteilung  gegeben  ist.  Denn  hier 
sehen  wir,  dem  Theorem  v.  Bernoulli  entlang,  von  hinten 
nach  vorne,  während  wir  damals  von  vorne  nach  hinten 
gesehen  haben.  Nun  hatten  wir  damals  erkannt,  daß  kein 
Mensch  erwartet,  daß  den  Chancen  die  Verteilung  ent- 
sprechen wird,  wenn  dieselben  auf  Grund  der  Unkenntnis 
angesetzt  wurden.  Dortselbst  hat  Stumpf  den  Ausweg 
mit  Hilfe  der  unbegrenzt  vielen  Urnen  versucht,  was 
schon  wegen  der  Gegebenheit  der  Beispiele  unstatthaft 
ist;  diesmal  versuchte  er  ihn  mit  dem  6.  Prinzip.  Stumpf 
scheint  demnach  die  Identität  der  Schwierigkeit  nicht  er- 
kannt, sondern  nur  ihre  Vitalität  beidemal  gefühlt  zu  ha- 
ben. Hier  haben  wir  nur  den  umgekehrten  Fall,  hier  haben 
wir  die  Verteilung,  und  nun  sollen  die  ursprünglichen 
Chancen  damit  übereinstimmen.  Das  tun  sie  natürlich 
nicht,  und  weil  hier  beide  Werte  zahlenmäßig  bekannt 


—     151     — 

sind,  ist  auch  die  Möglichkeit  benommen,  dem  ges.  Men- 
schenverstände etwas  vorzumogeln,  was  früher,  wo  die 
Verteilung  nur  gemutmaßt  werden  konnte,  noch  möglich 
war. 

Worin  besteht  nun  die  Vitalität  dieser  Schwierigkeit? 
Dadurch,  daß  man  in  diesen  Fällen  das  Theorem  v.  Ber- 
noulli  nicht  anwenden  kann,  erhält  der  Bau  der  WTheorie 
auf  Grund  der  Kombinatorik,  also  die  ganze  kombinato- 
rische Methode,  einen  Riß.  Das  strenge  Qefüge  der  W- 
Theorie  wird  gesprengt.  Man  kann  von  den  Chancen 
nicht  mehr  auf  die  Verteilung  schließen,  und  wenn  man 
das  nicht  kann,  dann  kann  sich  das  Theorem  v.  Bernoulli. 
insofern  es  in  das  Gebiet  der  WTheorie  einschlägt  und 
eine  wahrscheinlichkeitstheoretische  Aussage  machen  soll, 
auch  nicht  darauf  aufbauen.  Man  sieht  deutlich,  daß  das 
Bernoullische  Theorem  alsWkeitstheoretikon  (nicht  als 
kombinatorische  Tatsache),  insofern  es  mit  dem  ges. 
Menschenverstände  parallel  läuft,  nichts  anderes  sagt,  als 
daß  bei  gewissen  Fällen  eine  den  objektiven  Chancen,  die 
aber  dann  nichts  anderes  sind  als  empirisch  festgestellte 
oder  auf  Grund  gewisser  Kenntnisse  oder  Erfahrungen 
vermutete  statistische  Werte,  entsprechende  Verteilung 
eintritt;  in  vielen  Fällen  laufen  seine  Aussagen  aber  mit 
dem  Menschenverstände  nicht  parallel,  und  infolgedessen 
wird  erkenntlich,  daß  die  WTRechnung  nicht  der  in  Rech- 
nung gebrachte  gesunde  Menschenverstand  ist,  sondern 
etwas  anderes,  und  daß  die  kombinatorische  Methode  zur 
Begründung  einer  allgemeinen  WTheorie,  die  mit  der 
Tätigkeit  des  ges.  Menschenverstandes  wirklich  identisch 
ist,  untauglich  ist. 

Diesen  Riß  suchte  man  nun,  sobald  man  ihn  in  der  Luft 
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verspürte,  beiseite  zu  schaffen,  und  die  Homogeneität  und 
Kontinuität  der  kombinatorischen  WTheorie  aufrecht  zu 
erhalten.  Daher  war  die  Beantwortung  der  den  Erörte- 
rungen über  das  Verhältnis  der  empirischen  oder  aposte- 
riorischen Wkeit  zur  apriorischen  zugrunde  liegenden 
Frage,  in  welcher  Weise  die  apriorische  Wkeit  durch  die 
empirische  abgeändert  oder  korrigiert  wird,  eine  so 
schwierige  geworden.  Und  doch  ist  sie  sehr  einfach  und 
natürlich  zu  lösen.  Man  legt  den  alten  WAnsatz,  den  Un- 
kenntnisansatz, beiseite,  wie  ein  unnütz  gewordenes  In- 
strument; er  hat  seinen  Dienst  geleistet,  man  konnte  sich 
ein  provisorisches  Urteil  bilden;  daß  er  mit  der  wirklich 
eintretenden  Verteilung  übereinstimmt,  hat  niemand  er- 
wartet. Jetzt  aber,  nach  den  vielen  Versuchen,  wissen 
wir,  in  welchem  Verhältnis  die  Verteilung  stattfindet,  und 
wir  werden  die  Zahlen,  welche  die  Empirie  angibt,  an  die 
Stelle  der  alten  setzen,  und  jedem  neuen  WAnsatz  über 
dieselbe  Materie  zugrunde  legen.  Um  den  alten  Unkennt- 
nisansatz aber,  der  seine  Qestalt  doch  nur  der  Unkennt- 
nis der  faktisch  verwaltenden  Verhältnisse  zu  verdanken 
hatte,  wird  sich  niemand  mehr  kümmern.  Sonst  „schleppt 
er  sich  wie  eine  ew'ge  Krankheit  fort".  Nur  zeigt  sich  auf 
diese  Weise  eben  der  besprochene  Riß,  und  daher  suchten 
die  Anhänger  der  mathematischen  WTheorie  nach  einer 
andern  Lösung,  die  ihn  nicht  zeigen  soll.  Eine  solche  Lö- 
sung glaubten  nun  die  einen  im  5.,  die  andern  mit  dem 
6.  Prinzipe  gefunden  zu  haben.  Wer  aber  unbefangen  ur- 
teilt, wird,  glaube  ich,  nach  der  vorstehenden  Auslassung 
nun  ohne  weiteres  einsehen,  daß  das  5.  Prinzip,  um  zuerst 
noch  bei  diesem  zu  bleiben,  eine  Lösung  dieser  doch  nur 
für  die  Anhänger  der  inathematisch-subjektivistischen  W- 
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Theorie  bestehenden  Schwierigkeit  nie  bieten  kann.  Ist 
doch  das  5.  Prinzip,  wenn  es  im  Wert  P  den  empirischen 
Ansatz  bereits  in  seiner  reinen  Gestalt  enthält,  und 
ebenso  in  pa  den  alten  Unkenntnisansatz  in  sich  herum- 
trägt, nichts  anderes  als  der  mathematische  Ausdruck  des 
gerügten  Gebarens. 

Daß  eine  solche  Verwendung  des  5.  Prinzipes  auch  aus 
inneren  Gründen  nicht  möglich  ist,  wurde  bereits  bei  des- 
sen Kritisierung  besprochen  und  mag  hier  noch  einmal 
etwas  ausführlicher  wiederholt  werden.  Das  Theorem 
von  Bernoulli  gibt,  wie  wir  gehört  haben,  das  Verhältnis 
der  Chancen  an.  Man  enthält  also,  wenn  man  ihm  entlang 
rückwärts  schließt,  die  Chancen,  und  zwar  eine  Gattung 
objektiver  Chancen. 

Diese  Sorte  objektiver  Chancen  paßt  nun  eigentlich  gar 
nicht  mehr  in  die  WDefinition  hinein  und  sie  sind  auch 
vom  Begriffe  der  Chancen,  wie  ihn  nach  Stumpf  die  An- 
hänger der  objektiven  Theorie  definieren,  nämlich  als 
einem  „Verhältnis  realer  Bedingungen",  wesentlich  ver- 
schieden. Unter  Umständen  kann  das  Theorem  v.  Ber- 
noulli ja  ein  Verhältnis  realer  Bedingungen  angeben, 
z.  B.  wenn  es  sich  um  das  durch  das  B.sche  Theorem  er- 
mittelte Mischungsverhältnis  der  schwarzen  und  weißen 
Kugeln  handelt,  aber  nur  zufällig  und  ohne  logischen 
Zusammenhang.  Es  kann  ja  auch  irgendein  anderer 
Umstand  als  die  Anzahl  allein  das  Ziehen  sagen  wir  einer 
schwarzen  Kugel  begünstigen.  Daher  wird  auch  ein  wirk- 
lich konsequenter  Vertreter  der  objektiven  Theorie,  wie 
z.  B.  Fries,  die  Chancen  nicht  unter  Zugrundelegung 
des  angeführten  Paradygmas  mit  den  Stumpfschen  Wor- 
ten definieren.  Die  durch  das  Theorem  v.  Bernoulli  erhal- 
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tenen  Chancen  sind  eben  nichts  anderes  als  statistische 
Häufigkeitswerte.  Hiermit  ist  auch  die  Schwierigkeit, 
die  Stumpf  „beiden  Theorien  gemein"  findet,  gelöst,  näm- 
lich die  Frage,  was  wir  jetzt,  nach  dem  Bekanntwerden 
des  aposteriorischen  WBruches  mehr  oder  anderes  über 
die  realen  Bedingungen  wissen,  da  uns  über  die  Ursachen 
nach  wie  vor  gleich  wenig  bekannt  ist.  Denn  Häufigkeits- 
werte sind  eben  nur  Häufigkeitswerte  und  sagen  über  Ur- 
sachen und  Bedingungen  gar  nichts.  Ebensowenig  kön- 
nen sie,  wie  es  nach  dem  5.  Prinzip  geschehen  müßte,  in 
eine  absolute  und  relative  Wkeit  zerlegt  werden. 

Aber  selbst  wenn  das  Theorem  v.  B.  Chancen  im  Sinne 
eines  Verhältnisses  realer  Bedingungen,  wie  es  nach 
Stumpf  die  Anhänger  der  objektiven  Richtung  erwarten 
sollen,  angäbe,  so  wäre  trotzdem  eine  Anwendung  des 
5.  Prinzipes  aus  dem  seinerzeit  vorgebrachten  Grunde, 
daß  die  Chancen  additiv  und  nicht  multiplikativ  zusam- 
mengesetzt werden,  ausgeschlossen. 

Fasse  ich  andererseits  den  Begriff  der  Chancen  im 
Sinne  der  subjektiven  Theorie,  d.  h.  als  den  jeweiligen 
Stand  unserer  Kenntnisse  und  Unkenntnisse,  und  sage, 
ich  erfahre  durch  das  Theorem  v.  B.,  in  Verbindung 
mit  dem  5.  Prinzip,  den  außer  acht  gelassenen  oder  unbe- 
kannten Teil  der  Chancen,  so  gerate  ich  in  Widerspruch 
mit  der  Chancendefinition.  Denn  der  WAnsatz  wird  ja 
immer  unter  Benützung  aller  unserer  Kenntnisse  ge- 
macht. 

Mit  den  Überlegungen  über  die  Stellung  der  Unkenntnis- 
ansätze zum  empirisch  festgestellten  WBruch  haben  wir 
aber  auch  bereits  die  Verwendung  des  6.  Prinzipes  zur 
Oberbrückung  der  Kluft  zwischen  dem  apriorischen  und 
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empirischen  WBruch  und  mithin  zur  Bildung  des  aposte- 
riorischen im  engeren  Sinne  getroffen.  (Der  Terminus: 
aposteriorischer  Wkeitsbruch  wird  nämlich  in  zwei  Be- 
deutungen verwendet;  in  der  Bedeutung  von  empirischem 
WBruch,  wie  wir  ihn  bisher  mit  Stumpf  angewendet 
haben,  und  in  der  Bedeutung  des  durch  das  6.  Prinzip  ver- 
änderten empirischen  WBruches,  also  in  einem  engeren 
Sinne,  wie  ihn  Czuber  gebraucht  und  wir  ihn  von  hier  an 
auch  verwenden  werden.)  Nach  dieser  Methode  nämlich 
gelten  die  verschiedenen  Chancenverhältnisse,  als  deren 
eines  der  apriorische  WBruch  dasteht,  als  ebensoviele, 
beimMangel  aller  Anhaltspunkte  als  vorgängig  gleich  wahr- 
scheinliche Hypothesen.  Der  empirisch  bestimmte  Wkeits- 
wert  verleiht  nur  seiner  Hypothese  den  größten  Erklä- 
rungswert und  damit  auch  die  größte  Wkeit.  Wirken 
nun  schon  bei  der  Wkeitsbestimmung  dieser  einzelnen 
Hypothese  auch  die  WWerte  aller  anderen  Hypothesen 
mit,  so  erhöht  sich  die  Komplikation  bei  der  endgültigen 
Bestimmung  des  aposteriorischen  WBruches  eines  Ereig- 
nisses noch  viel  mehr.  Derselbe  ist  die  Summe  aller  der- 
jenigen Wkeiten,  welche  die  möglichen  Hypothesen,  so- 
wohl nach  Maßgabe  ihrer  eigenen,  als  auch  derjenigen 
Wkeit,  mit  der  das  in  Frage  stehende  Ereignis  aus  ihnen 
hervorgeht,  demselben  zuschreiben.  Es  schleppen  sich 
daher  auch  hier  die  Unkenntnisansätze  in  den  verschie- 
densten Gestalten  herum  und  wirken  bei  der  Feststellung 
des  Zahlenbildes  des  neuen,  aposteriorischen  (i.  e.  S.) 
WBruches  mit.  Wir  bekommen  hier  infolgedessen  gleich- 
falls einen  anderen  WAnsatz,  als  die  Empirie  angibt,  wäh- 
rend nach  dem  Theorem  v.  B.  dieser  empirische  Wert  es 
ist,  der,  ohne  weitere  Zutat,  das  Verhältnis  der  Chancen 
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angibt.  Die  Praktiker  haben  denn  auch  das  Problemati- 
sche des  Wertes  dieser  Unkenntnisansätze  eingesehen 
und  gehen  daher  bei  Verwendung  des  empirischen  W- 
Bruches  nicht  mehr  nach  diesem  komplizierten  Verfah- 
ren vor,  wenn  es  auch  in  den  Lehrbüchern  immer  noch  als 
das  wissenschaftlich  Korrektere  bezeichnet  wird,*)  son- 
dern nach  dem  Grundsatze  „der  wahrscheinlichsten  Hy- 
pothese", d.  h.,  sie  nehmen  den  empirischen  WAnsatz  ohne 
jede  Zutat  als  Grundlage  für  die  Rechnung.  Der  gesunde 
Menschenverstand  hat  sich  hiermit  gegen  sein  vermeint- 
liches mathematisches  Kleid  aufgelehnt. 

Indessen  erscheint  mir  eine  solche  Anwendung  des 
6.  Prinzipes,  wie  sie  in  diesem  Falle  von  Stumpf  und  ande- 
ren WTheoretikern  gemacht  wurde,  auch  aus  anderen 
Gründen  unstatthaft,  und  wir  werden  dabei  analoge  Über- 
legungen anstellen,  wie  bei  den  vorangegangenen  Laplace- 
schen  Prinzipien. 

Das  6.  Prinzip. 

Dasselbe  behandelt,  wie  bereits  erwähnt,  die  WBestim- 
mung  von  Hypothesen  oder,  wie  man  auch  sagte,  Ur- 
sachen, aber  Ursachen  nicht  im  gewöhnlichen  Sinne,  son- 
dern in  dem  von  Voraussetzungen  oder  Hypothesen.  Es 
folge  nun  die  von  Laplace  gegebene  Ableitung.  Es  ist  zum 
leichteren  Erfassen  der  Ableitung  gut,  sich  als  Beispiel 
dazu  den  Fall  vorzustellen,  daß  wir  mehrere  Urnen  vor 
uns  haben,  die  mit  weißen  und  andersfarbigen  Kugeln 
in  verschiedenem  Prozentsatze  gefüllt  sind.    Es  sei  nun 


*)  Eine  Ausnahme  macht  H.  Bruns  (Kollektivmaßlehre  S.  239), 
der  bei  statistischen  Beobachtungen  die  Heranziehung  des  Bayes- 
schen  (6.)  Princips  für  einen  völlig  überflüssigen  Ballast  erklärt. 
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eine  weiße  Kugel  aus  einer  Urne  gezogen  worden;  wir 
wissen  aber  nicht,  aus  welcher.  Die  Lösung  der  Frage, 
wie  wahrscheinlich  ist  es,  daß  sie  aus  der  Urne  et  stammt, 
ist  es  nun,  die  das  6.  Prinzip  beschäftigt.  Es  sei  also  E 
ein  Ereignis,  herbeigeführt  durch  eine  der  Ursachen  ci 
(i  =  1,  2  . .  n)  (in  unserem  Beispiele  der  Zug  der  weißen 
Kugel  aus  der  bezeichneten  Urne); 

Pi  die  Wkeit,  daß  c,-  stattfindet,  wenn  E  eingetroffen 
ist  (im  Beispiele,  daß  die  gezogene  weiße  Kugel  aus  der 
Urne  et  stammt); 

V  die  Wkeit  des  zusammengesetzten  Ereignisses  (E  et) 
(also  daß  aus  der  Urne  Ct  eine  weiße  Kugel  gezogen  wird) ; 

v  die  Wkeit  von  E  (d.  h.  der  Zug  einer  weißen  Kugel 
überhaupt,  in  Hinsicht  auf  alle  Urnen). 

V 
Nach  dem  5.  Prinzipe  ist  Pt  =  — ;  V  aber  ist  gleich 

der  (vorgängigen)  Wkeit  der  Ursache  Ci,  welche  bei  der 

Gleichmöglichkeit  aller    n  Urnen        ist,   multipliziert  mit 

n 

der  Wkeit  /?,-,  daß  das  Ereignis  E  eintritt,  wenn  die  Ur- 
sache ci  gewiß  ist  (Erklärungswert),  also:    V  =  -/?,;  v, 

die  Wkeit  von  E,  ist,  da  E  die  Folge  einer  der  Ursachen 
clt  c2,  . .  Ci,  .  .cn,  sein  muß,  gleich  der  Summe  der  W- 
keiten  von  ( E , cx) ,  (E,c2),  ...  (E,cn),  mithin: 
1  1  1 


Folglich  ist 


nP1+-p.i  +  ...  +  -pn. 

\Pi  Pi 

1  1  In 

nP1  +  ...-A  +  ...  +  -p„       Spi 

1 
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Sind  die  Ursachen  nicht  gleichmöglich,  sondern  besitzen 
sie  verschiedene  vorgängige  Wkeiten,  die  wir  mit  au  a2 
. . .  (in  bezeichenen  wollen,  so  rücken  in  der  obigen  Formel 

an  Stelle  des  Bruches  -  die  jeder  Ursache  eigentümliche 
n 

vorgängige  Wkeit,  die  natürlich  auch  ein  Bruch  ist;  die 

Formel  lautet  dann : 

P= aLli 

ri      a1p1  +  a2aPo  +  ..  +  atpi  +  ..  +  anp„ 

Mit  Worten:  Wenn  ein  Ereignis  aus  mehreren  Ursachen 
oder  Hypothesen  hervorgegangen  sein  kann,  so  ist  die 
Wkeit  des  Zutreffens  einer  dieser  Ursachen  oder  Hypo- 
thesen gleich  der  Wkeit,  welche  dem  beobachteten 
Ereignis  auf  Grund  dieser  Ursachen  zukommt,  dividiert 
durch  die  Summe  aller  ähnlichen  diesem  Ereignis  auf 
Grund  der  einzelnen  Ursachen  zukommenden  Wkeiten. 

Das  6.  Prinzip  ist  also  zusammengesetzt  aus  dem 
4.  Prinzipe  (Satz  über  die  Wkeitzusammensetzung  ab- 
hängiger Ereignisse)  und  aus  dem  1.  Prinzip  oder  genauer 
dem  2.  Prinzip,  der  Modifikation  des  1.,  der  Wdefinition. 
für  den  Fall,  daß  die  Fälle  ungleich  möglich  sind,  wobei 
ihm  das  letztere  die  Hauptform  verleiht. 

Wir  haben  nun  bereits  mehrmals  gehört,  daß  die  Sätze 
der  WTheorie  bei  objektiv  begründeten  Glückspielen  an- 
nähernde Geltung  besitzen;  desgleichen,  daß  das  4.  Prin- 
zip, wenn  man  es  unter  konsequenter  Verfolgung  der  ob- 
jektiven Anschauungsweise  betrachtet,  Durchschnitts- 
werte zu  liefern  imstande  ist,  und  da  man  auch  die  Aus- 
sage des  1.  Prinzipes,  wie  es  von  konsequenten  Objek- 
tiven geschehen  ist,  als  Angabe  eines  Durchschnittswertes 
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auffassen  kann,  also  z.  B.  den  Wert  W  s=  g  beim  Wür- 
felspiel dahin,  daß  eine  Seite  durchschnittlich  in  einem 
von  6  Fällen  oben  zu  liegen  kommt,  so  wird  man  auch 
einer  Anwendung  des  6.  Prinzipes  in  diesen  Fällen  zustim- 
men können. 

Den  ersten  Fall  gibt  uns  das  bei  der  Ableitung  dieses 
Prinzipes  vorgebrachte  Beispiel,  der  zweite  wäre  reali- 
siert, wenn  über  alle  möglichen  Ursachen  eines  Ereignisses 
(z.  B.  Brand,  Krankheit)  statistische  Werte  vorliegen; 
allerdings  wird  hierbei  die  vorgängige  Wkeit  einer  Hypo- 
these von  deren  Erklärungswert  selten  zu  trennen  sein. 

Diese  Fälle  werden  sich  dadurch  auszeichnen,  daß  bei 
ihnen  alle  jene  Erfordernisse,  die  bei  einer  einwandsfreien 
Anwendung  des  6.  Prinzipes  vorhanden  sein  müssen,  er- 
füllt sind.  Diese  Erfordernisse  ergeben  sich  teils  aus  der 
mathematischen  Ableitung  des  6.  Prinzipes  selbst,  teils 
aus  den  Grundsätzen,  die  aus  der  Kritik  der  früheren 
Prinzipien  hervorgingen,  und  die  wir  auch  hier  wieder  be- 
stätigt finden  werden.  Wir  werden  nun  an  der  Hand  der- 
selben die  Anwendungen,  die  man  vom  6.  Prinzip  gemacht, 
einer  Kritik  unterziehen  und  also  zur  Abwechslung  dies- 
mal den  umgekehrten  Weg  einschlagen,  wie  bei  den  frühe- 
ren Ausführungen. 

1.  Eine  Hypothese  muß  notwendig  wahr  sein.  Dieses  Er- 
fordernis geht  aus  der  bei  der  Ableitung  benutzten  Defini- 
tion der  Wkeit  selbst,  also  dem  1.  Prinzip,  nach  dem  wir 
wissen  müssen,  daß  e  i  n  Glied  und  nur  eines  wahr  ist 
(Stumpf),  hervor. 

Es  sind  danach  alle  jene  Anwendungen  des  Hypothesen- 
prinzipes  abzulehnen,  welche  sich  mit  bloß  logischen  oder 
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logisch-möglichen  Hypothesen  befassen.  Darunter  fallen 
fast  alle  wissenschaftlichen  Hypothesen;  denn  bei  ihnen 
können  wir  nie  sagen,  daß  eine  notwendig  wahr  ist.  Es 
kann  ganz  gut  auch  keine  wahr  sein.  Es  spricht  mithin 
auch  dasjenige  der  Laplaceschen  Prinzipien,  das  der  lo- 
gisch-subjektivistischen  Ansicht,  die  WTheorie  liefere  all- 
gemeine logische  Regeln  für  die  Bildung  des  WUrteiles, 
schon  wegen  seiner  scheinbar  größeren  Verwendbarkeit 
die  beste  Stütze  zu  sein  schien,  gegen  sie. 

2.  Erfordernis:  Die  Hypothesen  oder  Ursachen  müssen 
iaktisch  existieren  und  das  Ereignis  in  zahlenmäßig  fest- 
gestelltem oder,  wie  bei  objektiv  begründeten  Glückspie- 
len,  mit  guten  Gründen  gemutmaßtem  Prozentsatze  der 
Fälle  zur  Folge  haben.  Zwischen  diesem  und  dem  vor- 
ausgehenden Punkte  besteht  ein  gewisser  Zusammenhang: 
alle  Hypothesen,  die  gegen  den  ersten  Punkt  verstoßen, 
tun  dies  auch  gegen  den  zweiten,  das  Umgekehrte  findet 
jedoch  nicht  statt.  Und  zwar  sind  die  dem  zweiten  Punkte 
vorbehaltenen  Fälle  die  Annahme  einer  unbegrenzten  An- 
zahl von  möglichen  Ursachen  oder  die  Bildung  von  Hypo- 
thesen im  kontradiktorischen  Sinne:  entweder  es  hat  die- 
ses statt  oder  es  hat  nicht  statt.  Bei  allen  dieses  2.  Er- 
fordernis nicht  erfüllenden  Hypothesen  nun  gilt,  wie  eine 
kurze  Anfrage  an  den  gesunden  Menschenverstand  lehrt, 
das  Theorem  v.  Bernoulli  nicht;  und  wir  wissen,  daß  dies 
ein  Zeichen  ist,  daß  sich  die  in  Frage  stehende  Urteils- 
materie nicht  nach  den  Sätzen  der  Kombinatorik  behan- 
deln läßt.  Eine  Besprechung  solcher  gegen  dies  Erforder- 
nis verstoßenden  Anwendungen  vom  Hypothesenprinzipe 
wird  dies  neuerdings  bestätigen. 

Als  eine  solche  Anwendung  haben  wir  in  erster  Linie 
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die  in  den  Lehrbüchern  vorgetragene  Methode  der  Fest- 
setzung des  aposteriorischen  WBruches.  Diese  Methode 
gibt  auch  den  Anlaß  zu  den  bereits  erwähnten  Einwänden 
Cournots  und  Bertrands  (Seite  18),  der  die  Folgerung  der 
Bayesschen  Regel  (das  6.  Prinzip  wurde  von  Bayes  ent- 
deckt und  auch  nach  ihm  benannt),  daß,  nachdem  beim 
Kopf-Adler-Spiel  nach  dem  ersten  und  einzigen  Wurfe,  der 
Adler  ergab,  die  Hypothese  der  Begünstigung  der  Adler- 
Seite  unter  Annahme  einer  unbegrenzten  Menge  möglicher 

3 
Ursachen   den  Wert  P/  —  -r  (oder  unter   der  von  nur 

zweien  gleichmöglichen  Hypothesen:   Es  liegt  Begünsti- 

2 

gung  vor  oder  nicht:  P,  =  ~)  erhalte,  zum  Gegenstand 

hat.  Bertrand  knüpft  daran  die  Bemerkung,  diese  Folge- 
rung genüge,  um  das  6.  Prinzip  zu  verdammen.  Nun  dies 
allein  genügt  gerade  noch  nicht  und  in  ihrer  Gänze  ist 
eine  Verdammung  nicht  einmal  richtig.  Denn  dieser  Wi- 
derstreit mit  dem  ges.  Menschenverstände  dahier  beruht 
nur  darauf,  daß  die  vorgängigen  Wkeiten  von  intellek- 
tueller Gleichmöglichkeit  und  Natur  sind,  statt  von  stati- 
stischer. Die  Wirkung  dieser  Folgerung  geht  also  nicht 
weiter,  als  daß  alle  Anwendungen  des  6.  Prinzipes  unter 
Benutzung  intellektueller  vorgängiger  Wkeiten  abzuwei- 
sen sind.  Eine  allgemein  logische  Verwendung  des  Hypo- 
thesenprinzipes  ist  dadurch  allerdings  auch  wieder  unmög- 
lich geworden,  und  darauf  wird  später  noch  einmal  zu- 
rückgekommen werden;  insofern  es  aber  als  bloßer  Rech- 
nungsmodus für  Durchschnittswerte  auf  dem  Gebiete  der 
objektiv  begründeten  Glücksspiele  u.  a.  behandelt  wird, 
wird  es  hierdurch  natürlich  nicht  berührt. 

11 
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Den  Widerspruch  der  in  Rede  stehenden  Anwendung 
mit  dem  gemeinen  Verstände  sucht  Czuber  dadurch  zu 
mindern,  daß  er  (WRechnung  S.  157)  statt  der  Gleich- 
möglichkeit aller  Werthypothesen  für  die  Adlerseite  nur 

die  der  wenig  vom  Werte  w  abweichenden  annimmt. 

Dies  scheint  mir  aber  nicht  ganz  dem  ges.  Menschen- 
verstände zu  entsprechen.  Denn  es  dünkt  mich,  wenn  ich 
schon  einmal  eine  Verschiebung  des  Schwerpunktes  bei 
einem  Würfel  oder  einer  Münze  für  möglich  halte,  so  sind 

auch  größere  Abweichungen  vom  Werte  ~  sehr  wohl  an- 
zunehmen, fällt  die  Konstruktion  einmal  aus  der  Regel 
heraus,  so  kann  Absicht  oder  Zufall  ja  beliebig  weit  ge- 
gangen sein,  andererseits  aber  sind  auch  diese  wenigen 
von  Czuber  zugelassenen  Hypothesen  keineswegs  gleich- 
möglich. Weitaus  am  wahrscheinlichsten  ist  es,  daß  die 
benutzte  Münze  genau  so  beschaffen  ist,  wie  alle  andern 
in  der  staatlichen  Münze  geprägten.  Außerdem  berech- 
tigt der  Ausfall  einiger  weniger  Würfe  noch  zu  keinem 
Urteile.  Da  auch  eine  vollständig  symmetrische  Münze 
nicht  auf  beide  Seiten  zugleich  fallen  kann,  sondern  diese 
Tätigkeit  auf  eine  Seite  beschränken  muß,  so  sagt  ein  ein- 
ziger Wurf  überhaupt  noch  gar  nichts.  Indessen  veran- 
lassen auch  eine  weitere  Anzahl  von  Würfen  einer 
Münzseite  hintereinander  den  gemeinen  Menschenverstand 
noch  keineswegs  zur  Ansicht,  daß  eine  Verschiebung  des 
Schwerpunktes  stattgefunden  hat;  denn  der  mehrmalige 
Wurf  einer  Seite  hintereinander  ist  eine  Erscheinung,  die 
bei  diesen  Spielen  eine  gewöhnliche  zu  nennen  ist,  auch 
wenn  sie  nach  dem  Kalkül  so  und  so  unwahrscheinlich  ist. 
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Außergewöhnlich  und  unwahrscheinlich  deckt  sich  eben 
nicht,  wie  Laplace  glaubt  (siehe  S.  203).  Vielleicht  erst 
etwa  30  gleichsinnige  Würfe  würden  uns  die  Annahme 
einer  Schwerpunktverschiebung  nahelegen,  um  sie  dann 
aber  sofort  für  eine  sehr  grobe  zu  halten.*)  Man  sieht, 
daß  die  Art  und  Weise  der  vom  gesunden  Menschenver- 
stände vorgenommenen  Hypothesenschätzung  der  hier  in 
der  Disziplin  üblichen  Anwendung  des  6.  Prinzipes  scharf 
widerspricht  und  nach  andern  Grundsätzen  vorgeht. 

Die  Kollision  dieser  Anwendungen  des  Hypothesenprin- 
zipes  mit  dem  gesunden  Menschenverstände  ist  eigentlich 
das  wichtigste  Argument  gegen  die  logisch-mathematische 
WTheorie,  die  dieses  Prinzip  zur  Rettung  in  allen  Nöten 
benutzte.  In  andern  der  angeführten  oder  noch  anzufüh- 
renden Fällen  sind  stellenweise  die  Bedingungen  der  W- 
Definition  nicht  erfüllt,  oder  sie  passen  sonst  nicht  recht 
in  den  Rahmen  der  Disziplin,  und  die  kritisierten  Anwen- 
dungen zeigen  zwar,  daß  die  gegenwärtige  Definition  der 
Wkeit  durchaus  unzulänglich  ist  (da  es  eine  Menge  von 
WUrteilen  und  -Bestimmungen  gibt,  wo  sie  nicht  aus- 
reicht), und  mithin  eine  Herstellung  eines  logischen 
Kanons  auf  ihr  als  Grundlage  unmöglich  ist;  dieser  Fall 
aber  zeigt,  daß  die  auf  ihr  aufgebauten  Sätze  auch  dort, 
wo  sie  zulänglich  wäre,  ein  logisches  Regulativ  nicht  sind. 

Die  Art  dieses  Falles  ist  nun  keineswegs  neu;  wir 
haben  sie  ja  bei  jedem  der  vorausgegangenen  Prinzipien 
zu  Gesicht  bekommen.    Allein  hier  haben  wir  den  beson- 


*)  Das  ließe  sich  ganz  gut  auf  experimentell-psychologischem 
Wege  durch  Vorgabe  verschiedener  Münzen  einer  Versuchs- 
Person  ausprobieren. 

11* 
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dern  Vorzug  eines  klaren  und  unbestrittenen  Rechnungs- 
modus, und  man  sieht  leicht  und  ohne  weitere  Überlegun- 
gen, in  welcher  Weise  der  Widerspruch  mit  dem  gesunden 
Menschenverstand  die  Theorie  selbst  trifft  und  nicht  etwa 
bloß  den  jeweiligen  „Rechner". 

Die  andern  Fälle  der  Anwendung  von  Hypothesen  mit 
vorgängigen  Wkeiten  intellektueller  Natur,  wo  die  vor- 
gängige Wkeit  nicht  auf  Grund  der  Disjunktion  zustande 
gekommen  ist,  sondern  aus  andern  Momenten  besteht,  wie 
bei  wissenschaftlichen  Hypothesen  (vera  causa  oder  no- 
vum),  bei  der  Frage  der  Schuld- Wkeit  eines  Angeklagten 
(Leumund),  verstoßen,  wie  wir  gehört  haben,  bereits  ge- 
gen das  erste  Erfordernis:  wir  wissen  bei  ihnen  nie,  ob 
von  den  vorliegenden  Hypothesen  auch  wirklich  eine  zu- 
treffen muß.  Indessen  ist  die  Behandlung  derartiger  Hy- 
pothesen nach  dem  6.  Prinzipe  auch  aus  andern  Gründen 
abzulehnen.  Die  Summe  der  vorgängigen  Wkeiten  aller 
dieser  Hypothesen  kann  leicht  über  die  1  steigen  oder 
unter  sie  sinken,  die  bekannten  Folgen  nach  sich  ziehend. 
Und  wenn  man  dann  zum  Ausweg  greift,  die  1  im  Verhält- 
nis der  vorgängigen  Wkeiten  aufzuteilen  und  jeder  Hypo- 
these das  ihr  zukommende  Bruchstück  zu  geben,  so  bringt 
das  wieder  andere  Unzukömmlichkeiten  mit  sich.  Denn 
es  fragt  sich  nun,  ob  man  berechtigt  ist,  die  vorgängige 
Wkeit  einer  Hypothese  durch  die  bloße  intellektuelle 
Möglichkeit  einer  andern  zu  vergrößern  oder  zu  verrin- 
gern.   Die  Frage  wird  zu  verneinen  sein. 

Denn  der  unberechtigt  hohe  Wert  für  die  Begünsti- 
gungshypothese im  Cournot-Bertrandschen  Beispiel  ver- 
dankt diese  Höhe  nur  dem  Vergleich  dieser  Hypothese 
mit  den  andern    von    rein  intellektueller  Existenz;    von 
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vornherein  werden  ja  alle  Hypothesen  als  gleichmöglich 
angenommen.  Aber  auch  wenn  ich  die  Sache  rein  logisch 
betrachte,  so  dünkt  mich,  ich  bin  keineswegs  berechtigt, 
die  Wkeit  einer  Hypothese  durch  die  bloße  intellektuelle 
Existenz  einer  Gegenhypothese  zu  verändern.  Gewiß, 
ich  kann  zwei  Hypothesen  in  bezug  auf  ihre  Wkeit  gegen- 
einander abwägen,  miteinander  vergleichen;  aber  die  W- 
keit  einer  Hypothese  durch  bloße  in  meinem  Geiste  aufge- 
tauchte oder  nicht  aufgetauchte  Möglichkeiten  herabzu- 
setzen bzw.  zu  erhöhen,  bin  ich  nach  meinem  Gefühle  nicht 
berechtigt.  Eine  Hypothese  kann  trotzdem  unwahrschein- 
lich bleiben,  auch  wenn  ihr  eine  noch  viel  unwahrschein- 
lichere Konkurrenzhypothese  entgegensteht  und  eine  dritte 
überhaupt  nicht  gegeben  ist,  was  nach  der  bisherigen  an 
der  Theorie  der  Glücksspiele  hervorgegangenen  logisch- 
mathematischen WTheorie  unmöglich  ist.  Stets  im  Auge 
zu  behalten  natürlich,  daß  es  sich  im  gegebenen  Falle  nicht 
um  statistische  Wkeiten  handelt.  Sobald  ich  irgendeine 
Erfahrung  dafür  habe,  daß  eine  Ursache  in  Ereignissen 
von  der  Art  des  vorliegenden  oder  mit  ihm  verwandten 
ab  und  zu  vorliegt,  ist  der  Fall  sofort  ein  anderer.*) 

Solche  unberechtigte  Erhöhungen  oder  Erniedrigungen 
für  die  Wkeits-Bestimmung  einer  Hypothese  würden  aber 
auch  bei  faktisch  existierenden  Ursachen  eintreten,  falls 
mir  nicht  alle  bekannt  sind.  Desgleichen  verstieße  eine 
WBestimmung  in  diesem  Falle  gegen  das  von  uns  als  1. 
angeführte  Erfordernis,  das  der  WDefinition,  daß  von  den 
verschiedenen  Fällen  einer  faktisch  eintreten  muß.  Es 
könnte  ja  auch  gerade  die  unbekannte  Ursache  vorliegen. 


*)  Siehe  auch  das  letzte  Kapitel. 
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Wir  werden  daher  für  eine  korrekte  Anwendung  des  Hy- 
pothesenprinzipes  als 

3.  Erfordernis  bezeichnen  müssen,  daß  uns  die  mög- 
lichen Hypothesen  alle  bekannt  sind. 

Diese  angeführten  Punkte  betreffen  hauptsächlich  den 
im  6.  Prinzipe  steckenden  Teil  des  1.,  also  die  WDefinition 
selbst,  und  wir  sind  mit  den  Erörterungen  darüber  eigent- 
lich wieder  beim  Streit  über  das  Prinzip  vom  zwingenden 
und  vom  mangelnden  Grunde  angekommen.  Es  mag  da- 
her hier  eine  kleine  Rückerinnerung  am  Platze  sein.  Zu 
Beginn  dieses  Kapitels  haben  wir  gesehen,  daß  für  die 
Vertreter  des  Prinzips  vom  mangelnden  Grunde  nur  die 
Möglichkeit  offen  geblieben  war,  daß  die  auf  ihm  basie- 
rende WDefinition  ein  logisches  Regulativ  oder  Schema 
sei,  das  die  „allgemeinen  Verfahrungsweisen"  bei  der  Bil- 
dung von  WUrteilen  angebe.  Inzwischen  hat  sich  auch 
dies  als  unstatthaft  herausgestellt.  Vom  Prinzip  vom 
zwingenden  Grunde  aber  ergab  die  seinerzeitige  Unter- 
suchung, daß  die  auf  ihm  erbaute  WDefinition  keine  W- 
Urteile,  sondern  nur  Durchschnittswerte  liefern  könne  und 
wolle.  Daher  hatte  eigentlich  für  die  objektive  Theorie 
das  kombinatorische  Gebäude  als  eine  WTheorie  von 
vornherein  keinen  Sinn  mehr,  während  es  auf  dem  Boden 
der  subjektiven  eine  solche  nicht  abgab. 

Es  erübrigt  vielleicht,  für  eine  vollständige  Besprechung 
des  6.  Prinzips,  noch  einiges  über  den  Erklärungswert  der 
Hypothese  anzuführen.  In  den  meisten  Fällen  ist  sie  der 
gleichen  Natur  mit  der  vorgängigen  Wkeit.  Falls  aber,  und 
dies  ist  der  einzige  noch  zu  besprechende  Fall,  die  vorgängige 
Wkeit  eine  statistische  „Wkeit"  ist,  die  des  Erklärungs- 
wertes aber  eine  solche  der  Gründevergleichung  (so  und 
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soviel  Momente  sprechen  dafür  und  soviel  dagegen),  so 
ist,  wenn  eine  Hypothese  die  größte  vorgängige  Wkeit 
und  den  größten  Erklärungswert  besitzt,  natürlich  diese 
die  wahrscheinlichste.  Wenn  aber  die  vorgängige  Wkeit 
einer  Hypothese  kleiner,  der  Erklärungswert,  in  diesem 
Falle  also  das  Verhältnis  der  pro  und  contra  sprechenden 
Gründe,  jedoch  größer  als  die  entsprechenden  Stücke  einer 
andern  sind,  so  würde  nach  der  Disziplin  das  6.  Prinzip 
ein  Mittel  an  die  Hand  geben,  diese  WWerte  zusammen- 
zusetzen und  gegenüber  den  WWerten  einer  andern  Hy- 
pothese abzuschätzen.  Ich  bezweifle  daher,  abgesehen  von 
den  andern  Argumenten,  die  sich  bekanntermaßen  da- 
gegen einwenden  lassen,  ob  die  disziplinare  Zusammen- 
setzung dieser  WWerte  dem  gesunden  Menschenverstände 
entspräche.  Wie  wir  bereits  beim  3.  Prinzipe  (Seeschlacht- 
beispiel) gesehen  haben  und  im  nächsten  Kapitel  noch 
sehen  werden,  sind  die  einzelnen  WWerte  in  diesem  Falle 
ungleichwertig.  Es  kann  also  beispielsweise  das  Plus,  das 
der  Erklärungswert  der  einen  Hypothese  vor  dem  der  an- 
dern voraus  hat,  ein  größeres  Gewicht  besitzen,  als  das 
mathematisch  gleich  große  Manko  in  der  vorgängigen 
Wkeit  gegenüber  der  der  andern,  so  daß  faktisch  die  erste 
Hypothese  wahrscheinlicher  ist  als  die  zweite,  obwohl  sie 
rein  mathematisch  nach  dem  6.  Prinzipe  gemessen,  gleich 
wahrscheinlich  sein  müßten. 

Besonders  bemüht  um  die  Einführung  des  6.  Prinzips 
in  die  Logik  hat  sich  F.  Hillebrand  in  seiner  Schrift:  Zur 
Lehre  von  der  Hypothesenbildung  (1896).  Es  seien  daher 
seinen  Ausführungen  hier  noch  einige  Worte  gewidmet. 

Hillebrand  befaßt  sich  mit  der  Forderung  J.  St.  Mills, 
daß    eine    Hypothese    eine    vera-causa-Hypothese    sein 
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müsse.  Er  findet  sie  aus  verschiedenen  Gründen  unge- 
rechtfertigt und  sucht  seinen  Ausführungen  im  5.  Kapitel : 
„Über  die  wahren  Quellen,  aus  denen  die  Hypothesen- 
regeln abgeleitet  werden  müssen"  durch  die  Zugrunde- 
legung des  6.  Prinzipes  der  mathematischen  WTheorie 
das  sichere  Fundament  zu  geben.  Er  ist  der  Ansicht,  daß 
alle  Regeln,  die  wir  in  bezug  auf  die  Hypothese  befolgen, 
aus  diesem  Prinzipe  hervorgehen,  so  nehme  beispielsweise 
die  Regel,  ceteris  paribus  die  einfachere  Hypothese  der 
komplizierteren  vorzuziehen,  ihre  Berechtigung  1.  aus  dem 
Satze,  daß  die  Wkeit  eines  aus  zwei  voneinander  unab- 
hängigen Ereignissen  zusammengesetzten  Ereignisses 
gleich  ist  dem  Produkte  aus  den  Wkeiten  der  beiden  Er- 
eignisse, und  2.  aus  dem  Satze,  daß  das  Produkt  zweier 
echter  Brüche  kleiner  ist  als  jeder  der  beiden  Faktoren. 
Hillebrand  findet  nun,  daß  nach  dem  6.  Prinzipe  nicht  nur 
Novum-Hypothesen  überhaupt  gestattet  sind,  sondern  daß 
sogar  sehr  wohl  der  Fall  eintreten  kann,  daß  eine  Hypo- 
these, die  nur  zum  Teil  ein  novum  enthält,  einer  vera- 
causa-Hypothese  überlegen  ist. 

Ich  stimme  mit  ihm  in  der  allgemeinen  Ansicht  überein, 
daß  nicht  unbedingt  eine  jede  Hypothese  eine  vera  causa 
sein  muß  und  daß  die  Novum-Hypothesen  nicht  schlechter- 
dings zu  verwerfen  sind,  was  nach  Hillebrand  schon  des- 
halb schlimm  wäre,  weil  jede  transsubjektive  Hypothese, 
also  eine,  die  sich  mit  den  physischen  Ursachen  unserer 
Empfindungen  abgibt,  schon  ein  novum  enthält.  Nicht 
übereinstimmen  aber  kann  ich  der  Weise,  wie  er  dies  aus 
dem  6.  Laplaceschen  Prinzipe  abzuleiten  sucht.  Hille- 
brand schreibt,  nur  wenn  eine  Hypothese  ein  novum  im 
strengsten  Sinne  enthält,  sei  die  vorgängige  Wkeit  =  0 
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und  sie  den  vera-causa-Hypothesen  unterlegen,  und  dies 
sei  auch  der  wahre  Grund,  warum  man  die  „qualitates 
oecultae",  die  metaphysischen  Erklärungen  im  Sinne 
Comtes,  verwerfen  muß.  Sobald  aber  eine  Hypothese  nur 
in  einigen  oder  auch  in  den  meisten  Teilen  ein  novum  ist, 
so  sei  die  vorgängige  Wkeit  zwar  sehr  klein,  aber  nicht 

=  0,  sondern  beispielsweise  =v ;  sobald  dann  ihr  Erklä- 

X 

rungswert  groß  genug  ist,  könne  sie  über  eine  vera-causa- 
Hypothese  leicht  den  Sieg  davontragen. 

Bei  der  Beurteilung  dieser  Frage  handelt  es  sich  darum, 
in  welche  rechnerischen  Beziehungen  die  Teile  einer  Hy- 
pothese zueinander  gebracht  werden.  Antwort:  Ihre  W- 
Brüche  werden  miteinander  multipliziert.  Sonst  könnte 
ja  nicht,  wie  Hillebrand  zu  Beginn  des  zitierten  Kapitels 
es  tut,  die  Regel,  daß  die  einfachere  Hypothese  der  kom- 
plizierteren vorzuziehen  sei,  aus  dem  Satze  abgeleitet 
werden,  daß  das  Produkt  zweier  echter  Brüche  einen  klei- 
neren Zahlenwert  besitze  wie  die  einzelnen  Faktoren. 
Wenn  ich  nun  aber  eine  Zahl  mit  0  multipliziere,  so  erhalte 
ich  als  Produkt  wieder  eine  0.  Nach  dem  6.  Prinzipe  hat 
also  eine  Novum-Hypothese  immer  die  Wkeit  =  0,  ob  sie 
nun  in  ihrer  Qänze  oder  nur  zum  Teil  ein  Novum  ist. 

In  seinen  weiteren  Ausführungen  glaubt  Hillebrand  dann 
sogar  einen  Fall  zu  finden,  wo  das  novum  eine  Hypothese 
überhaupt  nicht  beeinträchtigt:  nämlich  wenn  lauter  No- 
vum-Hypothesen  miteinander  konkurrieren,  so  zeige  das 
6.  Prinzip,  daß  die  Wkeit  einer  Hypothese  nur  mehr  durch 
den  Erklärungswert  bestimmt  wird.  Denn  der  Ausdruck : 
p.  __ <W>i 

ai  Pi  +  a2  Pi  + <*n  Pn 
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ergäbe  unter  der  Voraussetzung,  daß 

ax  =  ß2  =  at  = . . .  an  =  0, 
die  Formel 

Pi 


Pi  +  P»  +  ■  •  •  Pn 


Ich  kann  die  Berechtigung  für  diese  Art  zu  rechnen,  nicht 
entdecken.  Mit  der  Elementarmathematik,  deren  Anwen- 
dung hier  völlig  klar  und  einwandfrei  ist,  kann  ich  nie  die 
Formel 

Pi 
p1+p.  +  ...pn 

0 

erhalten,  sondern  nur  den  Ausdruck  ~;  und  was  die  höhere 

Mathematik  anlangt,  so  liegt  es  im  Begriff  des  Grenzwertes, 
daß  er  nicht  erreicht  wird.  Der  Wert  0  aber  ist  in  der 
WTheorie  ein  Grenzwert.  Liegt  von  den  gleichmöglichen 
Fällen  der  schwarzen  und  weißen  Kugeln  kein  „günstiger" 
Fall  für  eine  weiße  Kugel  vor,  das  heißt,  befindet  sich  keine 
solche  in  der  Urne,  so  haben  wir  eben  die  vollendete  Un- 
möglichkeit, eine  weiße  Kugel  zu  ziehen.  Der  „günstige" 
Fall  eines  Wunders  aber  müßte  beim  Paradygma  als  weiße 
Kugel  in  die  Urne  gelegt  werden. 

Nochmals:  die  allgemeinen  Ansichten  Hillebrands  über 
die  Novum-Hypothesen  scheinen  mir  ganz  plausibel.  Aber 
das  6.  Prinzip  als  Grundlage  für  seine  Ausführungen  zu 
verwenden,  erscheint  mir  als  Unmöglichkeit  und  die  Plau- 
sibilität  der  Ansichten  an  und  für  sich  scheint  mir  nur  ein 
weiterer  Beweis  gegen  die  Auffassung,  das  6.  Prinzip  sei 
ein  logisches  Regulativ  für  die  Hypothesenbewertung.  Ein 
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Widerspruch  liegt  bei  Hillebrand  übrigens  auch  darin,  daß 
er  zuerst  erklärt,  der  tiefere  Grund  für  die  notwendige 
Ablehnung  der  qualitates  occultae  Comtes  liege  darin,  daß 
sie  völlige  nova  seien  und  daher  die  Wkeit  =  0  hätten, 
während  er  wenige  Seiten  später  einen  Fall  abzuleiten 
sucht,  wo  der  Umstand  des  völligen  novums  eine  Hypo- 
these überhaupt  nicht  beeinträchtigt. 


4.  Kapitel. 

Allgemeine  Bemerkungen  über  Wahrschein- 
lichkeit; Trugschlüsse. 

Übersicht. 

Fortführung  der  im  vorangegangenen  Kapitel  geübten  Kritik 
auf  die  WDefinition.  —  Feststellung  des  Begriffs  Wkeit.  Die 
Nuance  der  gründenden  Gedanken.  Die  hervorstechendsten 
Eigenschaften  aller  WBestimmungen.  —  Ein  Hauptpunkt  des 
Mißverständnisses  zwischen  der  subjektiven  und  objektiven 
Theorie.  Die  Dimensionenfrage.  Lösung  der  alten  Streitfrage 
über  die  gleichmöglichen  und  gleichwahrscheinlichen  Fälle. 
Definition  der  Gleichmöglichkeit.  —  Trugschlüsse.  1.  Trug- 
schluß: Die  unberechtigte  Ausgleichserwartung.  Der  eine  Teil 
des  6.  Prinzipes.  Der  Stumpfsche  Rettungsversuch  des  Bernoulli- 
schen  Theorems-  —  2.  Trugschluß:  Das  Novum.  Seine  2  Arten. 
—  3.  Trugschluß:  Der  des  3.  Prinzipes.  Diskussion  des  Ver- 
hältnisses des  Unwahrscheinlichen  zum  Außergewöhnlichen.  — 
4.  Trugschluß:  Der  der  Konservativen.  — Die  inneren  Gründe 
der  in  der  WTheorie  bestehenden  Verwirrung.  Schlußwort  zu 
diesem  Kapitel. 

Allgemeine  Bemerkungen  über  Wahr- 
scheinlichkeit; Trugschlüsse. 

Im  vorangegangenen  Kapitel  ist  ersichtlich  geworden, 
daß  die  Entscheidung  in  der  Prinzipienfrage  nicht  ohne 
ernste  Folgen  für  den  weiteren  Aufbau  der  WTheorie  ist. 
Ein  konsequenter  Anhänger  der  objektiven  Theorie  muß 
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nicht  nur  auf  die  Aufstellung  einer  allgemeinen  WLehre 
verzichten  (siehe  Seite  61  und  105  ff.),  er  kann  auch  die 
gegenwärtige,  allgemein  gebräuchliche  WTheorie  nicht 
aufbauen,  und  sollte  ihm  das  elegante  Gebäude  auch  noch 
so  sehr  in  die  Augen  stechen.  Möglich  wäre  dieses  Werk 
danach  nur  noch  für  die  Anhänger  der  subjektiven  Theorie 
gewesen.  Deshalb  fiel  aber,  wie  wir  gesehen  haben,  die 
Entscheidung  noch  nicht  zugunsten  der  letzteren  aus.  Hat 
sich  ja  der  Bau  der  ganzen  bisher  gebräuchlichen  W- 
Theorie  als  unhaltbar  erwiesen.  Nicht  nur  haben  deren 
Anhänger  keinen  Beweis  geliefert,  daß  sich  die  Wkeiten 
wirklich  nach  ihr  gestalten,  sondern  es  wurde  auch  der 
positive  Gegenbeweis  erbracht,  daß  sich  dieselben  nicht 
so  verbinden.  Wir  haben  auch  bereits  mehrere  Urteils- 
materien kennen  gelernt,  welche  sich  nach  den  Sätzen  der 
bisherigen  WTheorie  nicht  zusammensetzen,  sowie  solche, 
die  sich  nicht  nach  ihr  formulieren  lassen;  und  die  Zahl 
der  letzteren  wird  Legion.  Die  geringe  Anzahl  und  die 
geistige  Ärmlichkeit  der  in  der  WTheorie  verwendeten 
Beispiele  sind  der  sprechendste  Beweis  dafür.  Damit  ist 
aber  auch  schon  gezeigt,  daß  die  WDefinition  selbst,  nach 
der  Laplaceschen  Bezeichnung  das  erste  Prinzip,  unzu- 
länglich ist ;  und  unzulänglich  sein  heißt  hier 
falsch  sein.  Außerdem  wurde  kein  Beweis  dafür  er- 
bracht, ja  kaum  versucht,  daß  sich  die  Wkeit  in  der  Weise 
des  1.  Prinzipes,  also  in  der  Weise  eines  echten  Bruches, 
bei  dem  der  Nenner  alle  gleichmöglichen  Fälle,  der  Zähler 
aber  alle  günstigen  enthält,  gestaltet;  daß  der  Begriff  der 
Gleichmöglichkeit  überhaupt  unter  die  Fundamentalbe- 
griffe der  Wkeit  gehört;  und  daß  die  Wkeit  danach  zu 
definieren    ist.     Es  ist  vielleicht  nicht  überflüssig  anzu- 
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merken,  daß  nach  der  logisch-subjektivistischen  Lehre 
der  Schule  zwischen  der  mathematischen  und  der  sonsti- 
gen Wkeit  kein  anderer  Unterschied  besteht,  als  daß  die 
erstere  zahlenmäßig  bestimmte  Werte  enthält,  die  zweite 
nur  geschätzte;  im  Baue  fehle  ein  solcher. 

Um  nun  den  eigentlichen,  allgemeinen  Begriii  der  Wkeit 
festzustellen,  sind  die  heutigen  Lehrbücher  der  WTheorie 
untauglich.  Wir  müssen  entweder,  wenn  wir  bei  der  Ge- 
genwart bleiben  wollen,  auf  die  Laienwelt  greifen,  oder 
auf  die  Begründer  der  WTheorie  zurückgehen.  Die  ur- 
sprünglichen, die  gründenden  Gedanken  enthalten  selten 
nur  einen  nackt  ausgesprochenen  Grundgedanken,  ge- 
wöhnlich steckt  in  ihnen  noch  eine  gewisse  feine  Nuance, 
welche  zur  Anerkennung  des  Hauptgedankens  viel  bei- 
trägt; ja  oft  steckt  gerade  in  dieser  Nuance  derjenige 
Wahrheitswert,  welcher  die  Anerkennung  des  Gesamtge- 
dankens erzwingt.  Um  diese  Wahrheitswerte  aufzufin- 
den, durchsuchte  ich  sowohl  die  über  die  WDefinition 
im  allgemeinen  handelnden  Stellen  bei  Laplace,  als  auch 
bei  seinem  Vorgänger,  dem  ersten  Begründer  einer  allge- 
meinen WTheorie,  Jakob  Bernoulli,  auf  solche  Nuancen. 
Und  die  Erwartungen  haben  mich  nicht  enttäuscht.  Es  ist 
auch  interessant  zu  beobachten,  in  welcher  Weise  die  spä- 
teren Übersetzer  diese  Nuancen  verwischten.  Die  An- 
hänger werden  vielfach  kaiserlicher  als  der  Kaiser.  So 
erhielt  beispielsweise  schon  der  Titel  von  Bernoullis 
Werk:  ars  conjektandi  vom  Übersetzer  die  abweichende 
Verdeutschung:  WRechnung.  Der  Übersetzer  rechnet  es 
sich  zwar  noch  als  Verdienst  an,  „statt  der  wörtlichen 
Übersetzung  des  Titels  ,Mutmaßungskunst'  die  jetzt  ge- 
bräuchliche Bezeichnung  ,WRechnung'  gewählt"  zu  haben, 


175 


aber  ich  glaube  kaum,  daß  dies  im  Hinblick  auf  die  Wich- 
tigkeit solcher  Nuancen  zu  billigen  ist.  WRechnung  und 
Mutmaßungskunst  drücken  keineswegs  dasselbe  aus. 

Gehen  wir  nun  zunächst  auf  Laplace  über.  Zu  Beginn 
des  letzten  Absatzes  seines  Werkes  steht  die  oft  zitierte 
Stelle:  „On  voit  par  cet  Essai,  que  la  theorie  des  pro- 
babilites,  n'est  au  fond,  que  le  bon  sens  reduit  au  calcul : 
eile  fait  apprecier  avec  exactitude,  ce  que  les  esprits  justes 
sentent  par  une  sorte  d'instinct,  sans  qu'ils  puissent  souvent 
s'en  rendre  compte.  „Schon  aus  gegenwärtigem  Werke  sieht 
man,  daß  die  Theorie  der  Wkeiten  im  Grunde  nichts 
weiter  ist,  als  der  in  Rechnung  gebrachte  ge- 
sun  deMenschenverstand;  sie  lehrt  das  mit  Ge- 
nauigkeit bestimmen,  was  ein  richtiger  Verstand  durch 
eine  Art  von  Instinkt  fühlt,  ohne  sich  immer  Rechenschaft 
geben  zu  können."  (Übersetzung  v.  Tönnies;  sie  ist  rich- 
tig.) 

Stumpf  übersetzte:  „Die  WRechnung  ist  nichts  anderes 
als  die  mathematische  Rechtfertigung  der  gesunden  Ver- 
nunft." Das  ist  aber  falsch  übersetzt  und  paßt  wohl  auf 
die  Ansicht  Stumpfs,  aber  Laplace  hat  eine  andere  For- 
mulierung. Durch  die  Stumpfsche  Übersetzung  wird  der 
gesunde  Verstand  gewissermaßen  als  eine  untergeordnete, 
unsichere,  intellektuelle  Tätigkeit  hingestellt,  deren  Vor- 
gehen erst  durch  die  WRechnung  ihre  Rechtfertigung  er- 
hält, während  die  Laplaceschen  Worte  die  Identität  nicht 
nur  des  Begriffes  der  Wkeit,  sondern  auch  der  WRech- 
nung mit  dem  gesunden  Menschenverstand  ausdrücken. 
Nach  ihnen  wird  die  WRechnung  gewissermaßen  aus  dem 
gesunden  Menschenverstände  herausgeschält.  Wir  haben 
also  als  Nüance-Gedanken  den  der  Identität  des  WBe- 
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griffes  mit  dem  des  gesunden  Menschenverstandes,  eine 
fast  instinktive  Anschauung,  die  zu  jener  Zeit  überhaupt 
bei  der  Gelehrtenwelt  allgemein  geherrscht  zu  haben 
scheint.  (Siehe  auch  Balmes,  der  die  Unmöglichkeit  aus 
derWRechnung  die  Unmöglichkeit  „im  Sinne  des  gesunden 
Menschenverstandes"  genannt  hat.)  Und  wenn  wir  die 
Begriffe  der  heutigen  Laien  in  dieser  Hinsicht  unter- 
suchen, so  werden  wir  finden,  daß,  wenn  sie  von  einer 
Tätigkeit  des  gesunden  Menschenverstandes  sprechen,  es 
immer  WVermutungen  sind.  Im  Sinne  einer  solchen  Iden- 
tität spricht  auch  das  Einrichten  der  WAnsätze  nach  den 
Angaben  des  gesunden  Menschenverstandes,  dessen 
Schiedsrichteramt,  wie  wir  es  in  der  Geschichte  der 
Disziplin  oft  beobachten  konnten,  was  nach  der  Stumpf- 
schen  Formulierung  unstatthaft  sein  müßte. 

Die  anderen  für  die  WDefinition  und  für  die  Definition 
der  gleichmöglichen  Fälle  wichtigen  Stellen  lauten:  „La 
probabilite  est  relativ  en  partie  ä  cette  ignorance,  et  en 
Partie  ä  nos  connoissances.  Nous  savons  que  sur  trois 
ou  un  plus  grand  nombre  d'evenements,  un  seul  doit  ar- 
river;  mais  rien  ne  porte  ä  croire  que  Tun  d'eux  arrivera 
plutöt  que  les  autres."  „Die  Wkeit  hängt  teils  von  dieser 
Unwissenheit,  teils  von  unseren  Kenntnissen  ab.  Wir  wis- 
sen, daß  sich  von  drei  oder  einer  größeren  Anzahl  von 
Ereignissen  nur  eines  sich  zutragen  werde;  aber  nichts 
bewegt  uns,  zu  glauben,  das  eine  von  ihnen  werde  sich 
eher  zutragen,  als  die  anderen." 

Der  nächste  Absatz  lautet:  „La  theorie  des  hasards  con- 
siste  ä  reduire  tous  les  evenemens  du  meme  genre,  ä  un 
certain  nombre  de  cas  egalement  possibles,  c'est-ä-dire, 
tels  que  nous  soyons  egalement  indecis  sur  leur  existence." 
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„Die  Theorie  des  Zufalls  besteht  darin,  alle  gleichartigen 
Begebenheiten  auf  eine  gewisse  Anzahl  gleichmöglicher 
Fälle  zurückzuführen,  das  heißt,  solcher,  über  deren  Da- 
sein wir  in  gleicher  Weise  unentschieden  sind  (in  Unge- 
wißheit sind)." 

Stumpf  übersetzte  beispielsweise  hier  wieder:  „über  de- 
ren Dasein  in  gleicher  Unwissenheit  sind",  während  La- 
place  anders  nuanciert  hat. 

Besprechen  wir  nun  die  beiden  ersten  Sätze  und  neh- 
men wir  zu  diesem  Zwecke  an,  ich  wüßte  von  einem  Prü- 
fungskandidaten, daß  der  Stand  seiner  Kenntnisse  ein  der- 
artiger ist,  daß  er  ebenso  gut  die  Prüfung  bestehen,  wie 
nicht  bestehen  kann.  Um  meine  Meinung  darüber  befragt, 
ob  der  Ausgang  der  Prüfung  für  den  Kandidaten  ein  glück- 
licher oder  unglücklicher  sein  werde,  werde  ich  vielleicht 
unter  Achselzucken,  mit  überlegender  Miene  die  Antwort 
geben:  „Es  kann  das  eine  so  gut  eintreten  wie  das  andere; 
ich  habe  wirklich  gar  keinen  Grund,  den  einen  Fall  eher  zu 
erwarten,  als  den  anderen."  Wird  aber  dieselbe  Frage 
an  mich  gestellt  in  betreff  eines  Kandidaten,  von  dessen 
Wissenszustand  ich  gar  nichts  weiß,  so  antworte  ich  ohne 
weiteres:  „Darüber  kann  ich  gar  nichts  sagen;  ich  weiß 
nichts."  Ich  glaube,  an  diesem  Beispiele  wird  die  Nuance 
der  Laplaceschen  Ausdrucksweise  klar;  unter  Berück- 
sichtigung derselben  wird  man  die  vielgenannte  Stelle 
kaum  mehr  im  Sinne  der  Unwissenheitstheorie  denken 
können;  denn  nur  auf  den  ersten  Fall  passen  die  Aus- 
drücke „in  gleicher  Weise  unentschieden  sein"  und  „nichts 
bewegt  uns,  zu  glauben,  das  eine  Ereignis  werde  sich  eher 
zutragen  als  das  andere".  Aus  beiden  Ausdrücken  er- 
sehen wir  außerdem,  daß  es  sich  bei  der  WBestimmung 
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um  Gründe  handelt;  denn  nur  solche  können  bewegen, 
oder  nicht  vorhanden  sein,  oder  machen,  daß  wir  über 
zwei  Dinge  in  gleicher  Weise  unschlüssig  sind.  Die  Wkeit 
beschäftigt  sich  also  mit  Gründen.  Indes  ist  bei  Laplace 
die  WTheorie  schon  zu  alt  und  er  von  ihrer  Gründung  zu 
weit  entfernt,  als  daß  sich  dieser  Gedanke  bei  ihm  noch 
deutlicher  ausgedrückt  hätte.  Wir  müssen  daher  noch 
weiter  auf  den  eigentlichen  Begründer  der  allgemeinen 
WTheorie,  auf  Jakob  Bernoulli,  zurückgehen.  Wir  lesen 
in  seiner  ars  conjektandi  (Originalausgabe  S.  214,  oben; 
Ostwald,  Klassiker  Nr.  108,  S.  75) :  „Die  Wkeiten  werden 
sowohl  nach  der  Anzahl  als  auch  nach  dem  Ge- 
wichte der  Beweisgründe  geschätzt,  welche  auf 
irgendeine  Weise  dartun  oder  anzeigen,  daß  ein  Ding 
ist,  sein  wird,  oder  gewesen  ist.  Unter  dem  Gewichte 
aber  verstehen  wir  die  Beweiskraft.  —  Die  Beweis- 
gründe sind  entweder  innere  .  .  .  oder  äußere."  Daran 
knüpft  er  nun  verschiedene  allgemeine  Regeln  über  die 
Vermutungskunst,  wie:  „7.  Den  Wert  menschlicher  Taten 
darf  man  nicht  nach  ihrem  Erfolge  schätzen."  Wie  er 
aber  dann  zur  „Gewichtschätzung"  übergeht  (S.  217), 
steht  er  vor  der  schweren  Aufgabe,  die  Beweisgründe 
einer  mathematischen  Behandlung  zu  unterziehen.  Da 
dies  aber  nur  bei  den  in  der  WLehre  gebräuchlichen  Bei- 
spielen möglich  ist,  gerät  er  in  die  Urteilsmaterien  der 
„Fälle",  und  der  verhängnisvolle  Bund,  an  dem  die  W- 
Lehre  bis  auf  den  heutigen  Tag  zu  leiden  hatte,  war  ge- 
schlossen. Denselben  Sprung  bezüglich  der  Urteilsmate- 
rien macht  übrigens  auch  Laplace  in  den  beiden  zitierten, 
aufeinanderfolgenden  Absätzen.  In  dem  ersten  Absätze 
spricht  er  nach  einem  vorangegangenen  Exkurs  in  das 
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Gebiet  der  Astronomie  von  der  Wkeit,  „welche  teils  von 
dieser  Unwissenheit,  teils  von  unseren  Kenntnissen  ab- 
hängt", und  bringt  anknüpfend  eine  vorläufige  Definition 
der  Wkeit  und  der  gleichmöglichen  Fälle.  Im  näch- 
sten Absätze,  in  der  Fortsetzung  spricht  er  plötz- 
lich statt  von  Wkeit,  von  der  Theorie  des  Zu- 
falls, und  wiederholt  die  gleichen  Definitionen  als 
solche  der  Wkeit  und  der  gleichmöglichen  Fälle,  nur  mit 
etwas  andren  Worten.  Logisch  haltbar  ist  dieses  Vor- 
gehen nicht;  denn  Wkeit  und  Theorie  des  Zufalls  ist  denn 
doch  nicht  dasselbe.  Zum  Mindesten  hätte  der  Beweis  da- 
für angetreten  werden  müssen. 

Die  Gewichtsschätzung  oder  die  Bestimmung  der  Be- 
weiskraft der  Gründe  besteht  aber  nicht,  wie  Bernoulli 
auf  Grund  seiner  besonderen  Urteilsmaterien  glaubte,  in 
einer  zufallsanalogen  Zerlegung  derselben  und  hernach 
stattfindendem  Zusammensetzen  der  Fälle  nach  den  Ge- 
setzen der  Kombinatorik.  Gewiß  gibt  es  wohl  einige  Ur- 
teilsmaterien, welche  so  etwas  wie  eine  statistisch-empi- 
rische Wkeit  haben,  aber  das  berechtigt  noch  lange  nicht 
zu  einer  Behandlung  in  der  angezogenen  Art,  wie  wir  das 
bereits  aus  dem  vorangegangenen  Kapitel  ersehen  konnten. 
Einige  Beispiele  werden  dies  neuerdings  zeigen  und  zu- 
gleich beobachten  lassen,  nicht  nur,  in  welcher  Weise  die 
Gewichtsschätzung  der  Gründe  vor  sich  geht,  sondern 
zugleich  auch,  in  welcher  Weise  die  Wkeitsbestimmungen 
überhaupt  sich  gestalten. 

Nehmen  wir  zuerst  ein  bereits  benutztes  Beispiel  vor. 
Ein  Beamter  A  sei  daran,  zu  avancieren.  Er  ist  sehr 
tüchtig  und  ist  der  Älteste;  alles  Dinge,  welche  für  sein 
Avancement  sprechen,  und  wenn  ich  weiter  nichts  weiß, 
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so  werde  ich  sagen:  „Sein  Avancement  ist  sehr  wahr- 
scheinlich." Nun  weiß  ich  aber,  daß  derjenige,  dem  die 
Entscheidung  über  die  Vergebung  der  in  Frage  kommen- 
den Stellung  zusteht,  Herr  X,  As  Todfeind  und  überdies 
eine  gewissenlose  Natur  ist.  Das  Avancement  des  A,  das 
früher  sehr  wahrscheinlich  war,  ist  jetzt  im  selben  Maße 
unwahrscheinlich  geworden. 

Hierzu  einige  Bemerkungen.  Wenn  ich,  nur  im  Besitze 
der  Kenntnisse  von  der  Tüchtigkeit  und  dem  Altersrang 
des  A,  sage,  sein  Avancement  sei  wahrscheinlich,  so  findet 
zwar  die  Zusammensetzung  dieser  beiden  vorliegenden 
WWerte,  wie  wir  wissen,  nicht  im  Sinne  der  WLehre  der 
subjektivistisch-mathematischen  Schule  statt;  aber  ein 
Anhänger  der  objektiven  Richtung  kann  die  beiden  W- 
Werte  vereint  auf  einen  einzigen  statistischen  WBruch 
zurückführen,  etwa  in  dem  Sinne,  daß  man  weiß,  daß  der 
Tüchtigste  und  Älteste  in  einer  Person  bei  der  Beförde- 
rung doch  nur  in  Ausnahmefällen  übergangen  wird.  So 
wäre  diese  Wkeit  mit  der  der  Disziplin  immerhin  noch  ein 
bißchen  verwandt.  Nicht  mehr  aber  die  nun  folgende  W- 
Bestimmung,  also  wenn  ich  erfahre,  daß  derjenige,  der 
über  die  Beförderung  zu  entscheiden  hat,  ein  Todfeind 
des  A  ist.  Denn  jetzt  verändert  sich  die  Wkeit  des  Avan- 
cements, trotz  ihrer  hohen  empirischen  Wkeit,  mit  einem 
Male.  Qewiß,  die  Gründe,  daß  A  der  Tüchtigste  und  Äl- 
teste ist,  sprechen  noch  immer  im  günstigen  Sinne,  aber 
nunmehr  in  einer  ganz  anderen  Weise.  Jetzt  wiegen  Alter 
und  Tüchtigkeit  nur  mehr  soviel,  als  sie  auf  die  Psyche 
des  X  gegenüber  dem  Moment  der  starken  Feindschaft 
Geltung  haben  dürften.  Wüßte  ich,  daß  X  ein  sehr  ge- 
rechter Mann  ist,  so  wird  mir  die  Beförderung  des  A  im- 
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mer  noch  als  wahrscheinlich  erscheinen.  Aber  nachdem 
nicht  dies,  sondern  das  Gegenteil  der  Fall  ist,  fällt  auch 
die  Wkeitsbestimmung  im  gegenteiligen  Sinne  aus. 

Wir  können  daraus  bereits  ersehen,  daß  die  Gewichts- 
schätzung der  Gründe  keineswegs  darin  besteht,  daß  man 
Fälle  konstruiert  und  diese  nach  der  Theorie  des  Zu- 
falls und  den  mathematischen  Gesetzen  der  Kombinatorik 
zusammensetzt.  Denn  selbst  im  günstigsten  Falle,  daß 
jeder  Grund  einen  statistischen  WBruch  darstellen  würde, 
ist  ein  solches  Vorgehen  nicht  statthaft,  denn  diese  Brüche 
sind  vollständig  ungleichwertig,  so  daß  sie  sich  nie  etwa 
in  der  von  Bernoulli  angenommenen  Weise,  daß  man  die 
günstigen  Fälle  mit  den  günstigen  und  die  ungünstigen 
mit  den  ungünstigen  multipliziert  und  das  erste  Produkt 
durch  die  Summe  beider  dividiert,  zusammensetzen 
ließen.  Aber  auch  eine,  wenigstens  einigermaßen  im  Rah- 
men der  Zufallstechnik  stattfindende,  z.  B.  auf  dem  Prin- 
zip der  Subordination  beruhende,  teilweise  Nachbildung 
der  wirklichen  Vorgänge  ist  wegen  der  zahllosen  Durch- 
kreuzungen und  beständigen  kausalen  Beeinflussungen 
der  einzelnen  Geschehnisse  nicht  möglich.  Die  Wkeits- 
bestimmungen  zeigen  ganz  andere  Züge. 

Einige  weitere  Beispiele  werden  dies  deutlicher  heraus- 
heben. Mich  interessiert  die  Wkeit,  daß  Adolf  das  60.  Le- 
bensjahr erreichen  wird.  Wenn  ich  gar  nichts  weiß,  werde 
ich  vielleicht  in  einer  Sterblichkeitstafel  nachsehen.  Aber 
sobald  ich  ein  individuelles  Wissen  besitze,  kümmere  ich 
mich  nicht  mehr  darum.  Es  bestehe  dies  nun  darin,  daß 
Adolf  gesund  und  kräftig  und  gut  situiert  ist,  lauter  Grün- 
de, welche  jeder  für  sich  für  eine  längere  Lebensdauer 
sprechen.     Ich  erfahre  aber  außerdem,  daß  Adolf  eine 
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besondere  Neigung  für  halsbrecherische  Touren  bekun- 
det. Und  wenn  auf  Grund  der  anderen  Einsichten  mein 
Urteil  zugunsten  einer  erheblichen  Wkeit,  das  60.  Le- 
bensjahr zu  erreichen,  eingerichtet  war,  so  wird  diese 
Wkeit  jetzt  viel  geringer  werden.  Die  beiden  ersten  Kennt- 
nisse sprechen  zwar  noch  immer  für  eine  lange  Lebens- 
dauer, aber  ihr  Gewicht  ist  nicht  mehr  dasselbe  wie  frü- 
her. Das  Maß  seiner  Kraft  kann  sogar  mit  der  erhöhten 
Lust  für  Touren  die  Gefahr  für  sein  Leben  steigern.  Es 
tritt  also  nicht  nur  eine  Wkeitsverminderung  infolge  des 
neu  hinzutretenden  Gegengrundes  ein,  sondern  die  günsti- 
gen Gründe  werden  noch  teilweise  entkräftet.  Ja,  es  kann 
auch  vorkommen,  daß  Gründe,  die  früher  für  die  Wkeit 
sprachen,  hernach  das  UnWkeitsmoment  erhöhen.  Diese 
teilweise  Entkräftung  ist  überhaupt  typisch  für  die  mei- 
sten Wkeitsbestimmungen;  es  lassen  sich  ganze  Ketten- 
Bestimmungen  bilden,  wobei  jeder  neu  hinzutretende  Be- 
weisgrund den  vorausgehenden  entkräftet,  so  daß  die  W- 
keit  beständig  hin  und  her  schwankt. 

Ein  anderer  Fall.  Ich  werde  gefragt,  wie  wahrschein- 
lich es  ist,  daß  Eisen  auf  dem  Sirius  vorkommt.  Bei  dem 
Wissensstande  der  90er  Jahre  des  jüngstverflossenen 
Jahrhunderts,  wo  über  dieses  Beispiel  gestritten  wurde, 
werde  ich  mich  der  bisherigen  Ergebnisse  der  Nach- 
forschungen betreff  der  allgemeinen  Homogeneität  der 
Gestirne  erinnern,  betreff  der  Häufigkeit  des  Eisenvor- 
kommens auf  denselben,  ob  sich  vielleicht  eine  diesbezüg- 
liche Bevorzugung  einzelner  Sternklassen  gezeigt  hat,  ob 
vielleicht  Elemente  auf  dem  Sirius  bereits  nachgewiesen 
sind,  deren  Vorkommen  in  einem  gewissen  Zusammen- 
hange steht  mit  dem  Vorkommen  von  Eisen,  ob  dieser 
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Zusammenhang  rein  Statist,  ist  oder  kausale  Werte  ent- 
hält (period.  System  der  Elemente)  u.  s.  f.  Aber  niemand 
fragt  nach  der  Anzahl  der  bislang  bekannten  Elemente 

Eisen. 
und  macht  dann  den  Ansatz:    /fe  Elemente  oder  fragt  na°h 

den  Größen  und  Grenzen  der  Atomgewichte  und  ähn- 
lichem, auch  wenn  die  Wissenschaft  nicht  imstande  ist, 
alle  oben  angeführten  Fragen  zu  beantworten.  Wohl  ge- 
merkt, man  fragt  schon  anders,  als  wie  es  in  diesem 
bekannten  Streitfall  zwischen  v.  Kries  und  Stumpf  unter 
dem  Drucke  der  Idee,  daß  die  WTheorie  ein  physikali- 
sches oder  logisches  Gesetz,  bzw.  Regel  ausdrücke,  ge- 
schehen ist.  Beim  „Meteor"-Beispiel  wurde  des  Unter- 
schiedes zwischen  der  wirklich  stattfindenden  und  der 
„wtheoretischen"  WBestimmung  bereits  gedacht.  (S.  72.) 
Wie  wir  nun  an  diesen  Beispielen  beobachten  können, 
zeigen  die  vulgären  WBestimmungen  als  Grundzug  ein, 
soweit  jeweilig  möglich,  getreues  intellektuelles  Nachbil- 
den der  bei  den  einzelnen  Dingen  obwaltenden  und  in 
Frage  kommenden  Verhältnisse.  Darum  gelten  im  1.  der 
Beispiele  die  Momente  des  Alters  und  der  Tüchtigkeit 
später  nur  so  viel,  als  sie  auf  die  Psyche  des  X  Einfluß 
haben,  darum  kümmern  wir  uns  so  eingehend  um  unsere 
Kenntnisse  über  die  kosmischen  Verhältnisse  beim  Eisen- 
Sirius-Beispiel.  (In  verkümmertem  Maße  zeigt  sich  die- 
ser Drang  auch  noch  bei  Laplace,  in  dem  er  seine  Bei- 
spiele viel  weniger  nach  dem  Grundsatze  der  Anwendung 
logischer  Regeln,  als  vielmehr  durch  möglichste  Umbil- 
dung der  Urteilsmaterie  nach  dem  Charakter  der  Zufalls- 
spiele behandelt.)  Und  da  die  bei  den  verschiedenen 
Urteilsmaterien  stattfindenden  Vorgänge   und   die  diese 
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beeinflussenden  Tatbestände  immer  andere  sind,  so  resul- 
tiert daraus  als  erste  wesentliche  Eigenschaft 
der  WBestimungen  eine  individualisierende 
Richtung.  Diese  individualisierende  Richtung  äußert 
sich  aber  nicht  nur  in  der  Weise,  daß  man  immer 
auf  die  jeweiligen  individuellen  Verhältnisse  und 
den  verschiedenen  Charakter  der  in  Frage  kom- 
menden Vorgänge  Rücksicht  nimmt,  sondern  auch  in 
der  Tendenz,  nach  welcher  man  sein  Wissen  zu 
vermehren  sucht.  Während  man  nach  der  mathemati- 
schen Schule  sein  Wissen  in  der  Richtung  auf  die  voll- 
ständige Kenntnis  der  möglichen,  günstigen  und  ungün- 
stigen Fälle  zu  erweitern  trachtete,  so  geschieht  das  bei 
den  vulgären  WBestimmungen  nicht.  Bei  diesen  ist  das 
wichtigste  die  Erlangung  individueller  Kenntnisse  über 
den  Einzelfall,  weil  eine  solche  Kenntnis  ungleich  wich- 
tiger und  einschneidender  ist  als  die  vollständige  Kenntnis 
der  gleichmöglichen  Fälle.  Es  hat  für  mich  keinen  Wert 
mehr,  zu  erfahren,  wieviel  von  100  dreißigjährigen  Män- 
nern das  60.  Lebensjahr  zu  erreichen  pflegen,  wenn  ich 
weiß,  daß  derjenige,  dessen  Lebensdauer  mich  interes- 
siert, am  Magenkrebs  leidet.  Beim  gemeinen  Volke  zeigt 
sich  dieses  Streben  nach  individuellen  Kenntnissen  auch 
bei  den  Zufallsspielen  darin,  daß  man  zu  allerhand  aber- 
gläubischen Mitteln  greift,  seine  Kenntnis  über  den  Einzel- 
fall zu  erweitern,  da  es  bei  ihnen  auf  natürliche  Weise,  ohne 
wissenschaftliche  Erforschung,  nicht  möglich  ist.  Die  Wis- 
senschaft hätte  daher  auch  bei  den  Zufallsspielen  den  Weg 
zur  Erlangung  individueller  Kenntnisse  über  die  Einzel- 
fälle einschlagen  sollen,  statt  sich  beständig  mit  dem  Kon- 
struieren und  Kombinieren  der  Fälle  abzumühen  und  dabei 
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stehen  zu  bleiben:  der  Erfolg  wäre,  wie  mich  einige  ange- 
stellte Versuche  überzeugten,  nicht  ausgeblieben.  Diese 
individualisierende  Richtung  der  WBestimmungen  dürfte 
auch  den  tieferen  Sinn  der  Ansicht  der  Subjektiven,  also 
der  Vertreter  der  eigentlichen,  immer  etwas  Subjektives 
darstellenden  Wkeit,  bilden,  der  Ansicht,  daß  die  Wkeit 
immer  auf  den  Einzelfall  gehe.  Denn  in  der  letztgenann- 
ten Form  ist  sie  schlechterdings  nicht  einmal  richtig:  man 
kann  auch  nach  der  Wkeit  von  Ereignisgruppen  und 
Durchschnittswerten  fragen. 

Die  zweite  aus  dem  angeführten  Grundzug  aller  W- 
Bestimmungen  resultierende  fundamentale  Eigen- 
schaft der  letzteren  ist  die  beständige  Rücksicht- 
n  a  h  m  e  auf  die  k  a  u  s  a  1  e  n  Verkettungen.  Diese  Rück- 
sichtnahme ist  auch  eine  von  den  Ursachen,  daß  ein  Grund 
den  andern  entkräftet,  eine  Erscheinung,  die  im  mensch- 
lichen Handeln  paradygmatisch  im  Ringkampf  ihren 
Parallelvorgang  findet.  Jener  Griff  würde  dem  ihn  Aus- 
führenden den  Sieg  bringen,  dieser  Gegengriff  aber  heftet 
denselben  an  die  Fahne  des  Gegners. 

Für  die  Gewichtschätzung  der  Gründe  aber  ergibt  sich 
bei  den  WBestimmungen  die  Regel,  daß  der  Grund, 
der  das  individuellere  Wissen  in  sich 
schließt,  das  größere  Gewicht  hat,  ein  Um- 
stand, der  auch  die  Ursache  der  Tendenz  nach  individuel- 
ler Kenntniserlangung  sein  dürfte. 

Und  jetzt  kommen  wir  nochmals  auf  die  gegenwärtige 
WTheorie  zurück.  Dieselbe  ist  nun  nichts  anderes,  als  die 
Anwendung  dieses  allgemeinen  Vorgehens  bei  den  WBe- 
stimmungen, der  intellektuellen  Nachbildung  der  jeweili- 
gen in  Frage  kommenden  Verhältnisse,  auf  den  speziellen 
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Fall  der  Zufallsspiele.  Daher  ist  der  mathematische  Teil 
der  bisherigen  WTheorie  zunächst  eigentlich  keine  WBe- 
stimmung  der  Zufallspiele,  sondern  nur  eine  mathemati- 
sche Physik  derselben,  nach  der  sich  dann  allerdings  na- 
turgemäß die  WBestimmungen  einrichten.  Erkennbar 
ist  dies  daran,  daß  wir  unseren  WAnsatz  sofort  ab- 
weichend von  der  mathem.  Analysis  des  Zufalls  gestalten, 
sobald  wir  erfahren,  daß  gewisse  Erscheinungen  seltener 
oder  in  anderen  Verhältnissen  eintreten,  als  diese  Ana- 
13'sis  angibt.  Mit  einer  gewissen  Berechtigung  können  wir 
dann  auf  dem  Wege  der  Analogie  WBilder  aus  dem  Ge- 
biete der  Zufallsspiele  auch  auf  andere  Erscheinungen, 
die  mit  ihnen  große  Ähnlichkeit  besitzen,  übertragen:  ich 
nenne  den  Platzregen,  den  Kornhaufen  und  gewisse 
menschliche  Massenerscheinungen;  aber  es  muß  immer 
die  nötige  Reserve  vorwalten,  und  es  tritt  ein  neuer,  den 
UnWkeitsfaktor  verstärkender  Grund  hinzu. 

Um  zu  zeigen,  daß  die  WBestimmungen  bei  den  Zufalls- 
spielen erst  auf  Umwegen  zu  solchen  werden  und  nicht 
solche  sind  auf  Grund  eines  apriorischen  Denksystems, 
sei  hier  auf  das  große  Wissen  hingewiesen,  das  im  Worte 
Zufallsspiel  steht.  Es  steckt  darin,  daß  keine  Ursache,  phy- 
sische Ursache,  vorhanden  ist,  welche  eine  regelmäßige 
Bevorzugung  oder  Hintansetzung  eines  Ergebnisses  zur 
Folge  hätte,  daß  keine  erkennbare  Beeinflussung  der  Fälle 
untereinander  besteht,  und  daß  alles  ohne  sichtliche  Regel 
stattfindet,  was  letzteres  sicherlich  als  eine  spezielle 
Erfahrung  bezeichnet  werden  muß.  Gilt  dies  für  die  Zu- 
fallserscheinungen im  allgemeinen,  so  erhöht  sich  das 
Wissen  für  die  einzelnen  Zufallsspiele  im  besonderen.  Es 
tritt  hinzu,  daß  die  Münzen,  Würfel  u.  dgl.  regelmäßig  ge- 
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baut  sind,  daß  alles  ehrlich  zugeht,  daß  die  Kugeln  in  der 
Urne  immer  gut  gemischt  werden,  daß  ich  keine  allzu  ein- 
förmigen Handbewegungen  beim  Schütteln,  Ziehen  u.  dgl. 
mache,  lauter  Dinge,  welche  deduktiv  auf  den  Mangel 
einer  regelmäßigen  Bevorzugung  oder  Hintansetzung 
eines  bestimmten  Resultates  schließen  lassen.  Gestützt 
wird  dieser  Schluß  noch,  wenn  bereits  Erfahrungsergeb- 
nisse mit  den  betreffenden  Spielmaterien  vorliegen.  Als 
Kuriosum  erwähne  ich  auch,  daß  die  Variation,  der  Aus- 
gleich in  ziemlich  kleinen  Intervallen,  kleineren,  als  die 
Mathematik  angibt,  vom  Publikum  erwartet  und  verlangt 
wird,  widrigenfalls  es  bereits  Verdacht  zu  schöpfen  be- 
ginnt, ob  in  diesem  Falle  ein  ehrliches  Zufallsspiel  vorliegt. 

Im  Hinblick  auf  das  große  Wissen,  das  uns  bei  den  Zu- 
fallsspielen vorliegt,  und  im  Hinblick  auf  die  Tatsache,  daß 
die  WBestimmungen  sich  den  jeweiligen  Verhältnissen 
anpassen,  findet  auch  die  bisher  noch  unbesprochene  Er- 
scheinung, die  wir  unter  den  zur  Verwirrung  beitragenden 
Umständen  im  1.  Kapitel  aufgeführt  hatten,  nämlich  die 
wunderbare  Übereinstimmung  der  gebräuchlichen  WKal- 
kule  mit  den  Ergebnissen  der  Zufallsspiele,  ihre  Erklärung. 
Das  Problem,  das  Fick  für  ein  metaphysisches  hielt,  und 
von  dem  er  glaubte,  daß  es  vielleicht  nicht  zu  den  unlös- 
baren gehöre,  wäre  hiermit  auf  sehr  einfache  Weise  ent- 
rätselt. Haben  wir  hiermit  das  letzte  zugunsten  der  alten 
subjektiven  Theorie  sprechende  Moment  behandelt,  so 
war  im  dritten  Kapitel  das  Moment  des  schönen  Gebäudes 
im  Vordergrund  der  Erörterung,  während  die  übrigen 
streitenden  Ideen  bereits  im  ersten  und  zweiten  Kapitel 
der  Untersuchung  unterzogen  wurden. 

Die   vorhin   angeführten   Charakterzüge    aller   Wahr- 
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scheinlichkeitsbestimmungen  sind  zwar  fundamentaler 
Natur  und  mit  der  gegenwärtigen  WTheorie  bereits  unver- 
einbar, aber  sie  machen  noch  keineswegs  den  Begriff  der 
Wahrscheinlichkeit  aus.  Besteht  doch  eine  solche  WBe- 
stimmung,  wie  wir  sie  vorbrachten,  oft  aus  einer  größeren 
Anzahl  von  Detail-Wahrscheinlichkeiten.  Es  wird  sich  also 
im  Verlaufe  der  weiteren  Untersuchung  darum  handeln, 
den  Begriff  der  Wahrscheinlichkeit  festzustellen,  und  wir 
werden  zu  diesem  Behufe  einen  besonders  einfachen  Fall 
vornehmen. 

Wir  haben  zwei  Ringkämpfer  vor  uns:  Paul  und  Peter. 
Wenn  ich  nun  von  beiden  gar  nichts  weiß,  so  werde  ich 
kaum  sagen :  der  Sieg  des  Paul  ist  so  wahrscheinlich,  wie 
seine  Niederlage.  Denn  das  Wort  „wahrscheinlich"  hat 
einen  eigenartigen,  nach  etwas  „Objektivem",  nach 
Kenntnissen  schmeckenden  Geschmack.  Das  beruht  auf 
dem  Umstand,  daß  man  von  Wahrscheinlichkeit  erst  dann 
spricht,  wenn  ich  über  die  betreffende,  einer  WBestim- 
mung  zu  unterziehende  Urteilsmaterie  zum  mindesten 
etwas  weiß.  Ich  glaube  also  im  Sinne  des  allgemeinen 
Gebrauches  zu  reden,  wenn  ich  die  Ansicht  ausspreche, 
daß  bei  absoluter  Unwissenheit  über  eine  Urteilsmaterie 
von  Wahrscheinlichkeit  nicht  geredet  wird.*)  Von  Wahr- 
scheinlichkeit spricht  man  erst  dann,  wenn  wenigstens 
e  i  n  Grund  für  oder  gegen  das  Zutreffen  einer  Urteils- 
materie  vorhanden  ist. 

Wenn  ich  nun  im  angeführten  Beispiele  weiß,  Paul  ist 
sehr  gewandt,  seine  Kraft  ist  indes  nicht  besonders  groß, 


*)  Siehe  die  Schlußanmerkung  zum  2.  Kapitel  (S.  92)!    Die 
dort  wiedergegebene  Umfrage   bringt   das   gleiche   Ergebnis. 
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Peter  ist  stärker,  aber  nicht  sehr  gewandt,  so  werde  ich, 
um  die  Wahrscheinlichkeit  eines  Sieges  Pauls  befragt, 
antworten:  „Die  Gründe,  die  für  seinen  Sieg  und  für  seine 
Niederlage  sprechen,  wiegen  gleich  viel;  die  Wahrschein- 
lichkeit seines  Sieges  ist  gerade  so  groß  wie  die  des  Ge- 
genteils." Es  zeigt  sich  also,  daß  die  Wahrscheinlichkeits- 
Bestimmung  einer  Urteilsmaterie  in  dem  gegenseitigen 
Abschätzen  der  Gründe  für  und  wider  besteht.  Den  Kom- 
plex, der  für  das  Zutreffen  einer  Urteilsmaterie  sprechen- 
den Gründe  für  sich  allein  nennt  man  aber  noch  nicht  ihre 
Wahrscheinlichkeit.  Die  Wahrscheinlichkeit  entsteht 
erst  dadurch,  daß  man  beide  Komplexe  von  Gründen  ge- 
geneinander abwägt;  die  Wahrscheinlichkeit  ist  mithin 
das  Ergebnis  der  Vergleichung  der  für  das  Zutreffen  einer 
Materie  sprechenden  Gründe  mit  denen,  welche  dagegen 
sprechen.  Man  drückt  dies  dann  entweder  in  der  Weise 
aus,  daß  man  bloß  das  Resultat  dieser  Gründe-Ver- 
gleichung  angibt:  dies  ist  wahrscheinlich  oder  unwahr- 
scheinlich, je  nachdem  mehr  dafür  oder  dagegen  spricht, 
oder  dadurch,  daß  man  gleichzeitig  die  Wahrscheinlich- 
keit des  Gegenteiles  bestimmt  und  dann  diese  beiden 
Wahrscheinlichkeiten  neuerdings  zueinander  in  Vergleich 
setzt  und  dementsprechend  bei  den  angeführten  Beispielen 
sagt :  Die  Wahrscheinlichkeit  des  Zutreffens  einer  Urteils- 
materie ist  gleich  groß  als  wie  die  des  Nichtzutreffens. 
Als  mathematische  Wahrscheinlichkeit  schlechtweg  zu 
bezeichnen  wäre  dann  derjenige  Spezialfall  dieses  Vor- 
gehens, wenn  bei  ihm  das  Gewicht  der  einzelnen  Gründe 
in  einem  durch  Zahlen  ausdrückbaren  Verhältnis  zuein- 
ander steht;  was  allerdings  nicht  häufig  und  nur  bei  be- 
stimmten Urteilsmaterien  vorkommt. 
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Auch  dieses  Vorgehen,  bzw.  seine  Allein-Berechtigung, 
scheint  zu  Beginn  der  gegenwärtigen  WTheorie  noch  im 
Bewußtsein  der  WTheoretiker  gewesen  zu  sein.  Denn  in 
analoger  Weise  gehen  auch  die  Übersetzer  von  Laplaces 
Essai,  Fr.  W.  Tönnies  und  der  Herausgeber  dieser  Über- 
setzung, K.  Chr.  Langsdorf  (Heidelberg  1819),  vor,  die  in 
ihren  Anmerkungen  zu  Laplaces  Werk  gegen  letzteren 
polemisieren,  und  es  findet  sich  beispielsweise  beim 
2.  Prinzipe,  wo  Laplace  die  Wahrscheinlichkeit,  in  zwei 

Würfen  mit  einer  Münze  wenigstens  einmal  Kopf  zu  wer- 

3 
fen,  mit  j  bestimmt,  folgende  Anmerkung: 

„Das  Verhältnis  der  Wahrscheinlichkeit  zur  Unwahr- 
scheinlichkeit  wollen  wir  in  der  Folge  allemal  durch 
W  :  U  bezeichnen.  Hier  ist  W:U  =  3:\.     Keineswegs 

3  3 

ist  aber  das  verlangte  Ereignis  j  gewiß,  auch  nicht  r  wahr- 
scheinlich".*) Auch  in  der  WTheorie  der  Schule  hat  die- 
ses Vorgehen  noch  immer  Bürgerrecht,  wenn  man  in  der 
bekannten  Ursprungsterminologie  sagt:  Es  ist  3  :  1  zu 
wetten,  daß  .... 

Bezeichnend  ist  auch,  daß  selbst  die  extremsten  Ver- 
treter der  objektiven  Richtung  zugeben,  daß  auch  da,  wo 
die  Fälle  auf  Grund  der  Unwissenheit  konstruiert  sind, 
immerhin  noch  die  Bedingungen  für  eine  Wette  gegeben 
sind. 

Es  muß  indes  besonders    bemerkt    werden,    daß    es 


*)  Auszusetzen  ist  hier  nur  der  Gebrauch  der  Ausdrücke 
Wahrscheinlichkeit  und  Unwahrscheinlichkeit,  da  die  Wahr- 
scheinlichkeit erst  das  Ergebnis  des  Vergleiches  von  3 : 1  ist. 
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keineswegs  gestattet  ist,  die  für  ein  Ereignis  sprechenden 
Gründe  in  Vergleich  zu  setzen  mit  dem  gesamten,  bei  der 
Wahrscheinlichkeitsbestimmung  in  Betracht  kommenden 
Komplexe  von  Gründen,  und  diese  Vergleichung  dann  die 
Wahrscheinlichkeit  einer  Urteilsmaterie  zu  nennen.  Dieses 
Vorgehen  findet  nicht  nur  nicht  satt,  sondern  ist,  unbe- 
fangen betrachtet,  eigentlich  ein  Nonsens.  Denn  was  soll 
es  für  einen  Sinn  haben,  die  für  eine  Urteilsmaterie  spre- 
chenden Gründe  in  Vergleich  zu  setzen  mit  dem  ganzen 
bei  der  Beurteilung  in  Frage  kommenden  Komplexe,  bei 
Gründen,  die  nicht  bloß  Zahlen  darstellen,  sondern  wo 
jeder  auch  noch  etwas  Bestimmtes  ausspricht? 

Außerdem  kämen  wir  durch  ein  solches  Vorgehen  auf 
ein  absolutes  Maß  der  Wahrscheinlichkeit  einer  Urteils- 
materie;  ein  solches  kann  es  aber  in  einer  Disziplin,  deren 
Hauptthese  die  von  der  Veränderlichkeit  des  WUrteils 
nach  dem  jeweiligen  Kenntnisstande  ist,  nicht  geben.  Und 
davon,  daß  man  sich  bisher  nicht  daran  hielt,  kamen  die 
großen  Schwierigkeiten,  die  unter  dem  Titel  der  Di- 
mensionenfrage oder  der  Frage  nach  dem  Erkenntnis- 
werte (Nitsche,  Meinong,  Stumpf)  aufgetaucht  sind 
und  in  betreff  welcher  Czuber  die  Bemerkung  machte, 
„daß  sie  auf  Umstände  hinweisen,  die  sich  der 
Rechnung   entziehen".     Wir   erhielten   z.  B.    den    Wert 

2  für  die  Wahrscheinlichkeit,  aus  einer  Urne  mit  unbe- 
kanntem Mischungsverhältnisse  schwarzer  und  weißer 
Kugeln  eine  weiße  zu  ziehen,  der  mit  dem  gleichen  Wert 

2>  beim  Münzwerfen  Kopf  zu  werfen,  gar  nicht  ver- 
glichen werden  kann.    Denn  der  erste  Wert  hat,  da  wir 
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über  seine  Richtigkeit  und  Unrichtigkeit  gleichfalls  im 
Unklaren  sind,  nach  den  Behauptungen  der  „Objektiven" 
gar  keinen  Wert  und  ist  mit  den  übrigen  Gesetzen  der 
WTheorie  nicht  in  Einklang  zu  bringen,  wenn  sie  auch  zur 
eigenen  Verwunderung  und  zum  voreiligen  Qaudium  der 
subjektiven  Richtung  zugeben  mußten,  daß  man  in  diesem 
Falle  immerhin  noch  1  :  1  wetten  könne.  Beim  zweiten 
Werte  aber  stellen  die  Vergleichszahlen  wirklich  so  etwas 
dar,  was  man  das  absolute  Maß  der  betreffenden  Wahr- 
scheinlichkeit nennen  könnte.  Hier  ist  auch  der  Ort,  ein 
wichtiges  Moment  des  Mißverständnisses  der  Erörterung 
zu  unterziehen.  Bei  der  Urne  mit  der  bekannten  Anzahl 
schwarzer  und  weißer  Kugeln,  beim  Würfelspiel  u.  a.  sind 
die  Gründe,  welche  für  und  gegen  das  Eintreffen  eines 
Ereignisses  sprechen,  alle  gleichgewichtig  (das  Urteil :  e  s 
ist  kein  Grund  vorhanden,  der  dem  einen  den 
Vorzug  gäbe,  beruht  in  diesem  Falle  auf  genauer  Unter- 
suchung) und  können  außerdem  leicht  gezählt  werden. 
Denn  hier  sind  die  Kugeln,  welche  vorhanden  sind  und 
alle  gezogen  werden  können,  oder  die  Würfelseiten,  wirk- 
lich, in  den  meisten  Fällen,  die  einzigen  Gründe,  die  ich 
für  oder  gegen  das  Eintreffen  eines  bestimmten  Kugel- 
zuges besitze.  Die  Rede,  5  sei  gegen  1  zu  wetten,  beim 
nächsten  Würfelwurf  6  zu  werfen,  ist  also  wirklich  die 
Wahrscheinlichkeitsbestimmung  für  dieses  Ereignis  auch 
im  vulgären  Sinne. 

Man  sieht  nun  leicht,  daß  bei  den  Zufallsspielen  in  bei- 
den Fällen,  sowohl  wenn  ich  eine  sozusagen  statistische 
Kenntnis  der  gleichmöglichen  Fälle  besitze,  als  auch  wenn 
mir  eine  solche  mangelt,  also  z.  B.  sowohl  wenn  ich  weiß, 
daß  dieser  Würfel  ein  korrekt  gebauter  ist,  wie  auch  wenn 
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ich  darüber  keine  Sicherheit  habe  und  demnach  diesbe- 
züglich im  Zustande  völliger  Unwissenheit  bin,  das  Ver- 
hältnis der  Gründe  für  und  wider  einen  bestimmten  Wurf 
dasselbe  ist.  Und  weil  also  hier  die  Wahrscheinlichkeits- 
bestimmungen bei  absoluter  Unwissenheit  über  die  einzel- 
nen „Fälle"  und  bei  schärfster  Begründung  ihrer  Gleich- 
möglichkeit  zu  denselben  Zahlen  führen,  so  mag  das  auch 
ein  Anlaß  gewesen  sein,  warum  die  subjektive  Partei  mit 
der  objektiven  nicht  Übereins  gekommen  ist.  Vgl.  Zitat  7 
S.  15  aus  Mill.  Da  aber  eine  Wahrscheinlichkeitsbestim- 
mung immer  auf  Qrund  des  ganzen  zur  Verfügung  ste- 
henden Wissens  gebildet  wird  und  andererseits  unser  Wis- 
sensstand über  die  Gleichmöglichkeit  der  Fälle  bei  den  Zu- 
fallsspielen in  der  Regel  das  Niveau  der  absoluten  Unwis- 
senheit übersteigt,  so  finden  die  WBestimmungen  bei  den 
Zufallsspielen  auf  Grund  objektiver  Kenntnisse  statt.  In- 
soweit hat  die  objektive  Theorie  recht. 

Wenn  ich  aber  die  Anzahl  der  weißen  Kugeln  eines 
Urneninhalts  in  Vergleich  setze  zur  Anzahl  aller  Kugeln,  so 
ist  das  kein  eigentlicher  WAnsatz  mehr  und  dieser  Vor- 
gang ist  nur  statthaft  bei  Zufallsgeschehnissen,  in  Rück- 
sicht auf  die  eigentümlichen  hier  vorwaltenden  Verhält- 
nisse, wo,  ich  kann  sagen:  erfahrungsgemäß,  eine  Kugel 
nach  der  andern,  wenn  auch  nicht  schön  der  Reihe  nach, 
daran  kommt,  herausgezogen  zu  werden,  so  daß  das  Ver- 
hältnis der  gezogenen  weißen  Kugeln  zur  Summe  aller  ge- 
zogenen wirklich  nahezu  dem  vorhandenen  Verhältnis  dei 
Anzahl  der  weißen  Kugeln  zur  Anzahl  aller  entspricht. 
Dasselbe  findet  statt  in  beziig  auf  die  Seiten  bei  den  Wür- 
feln, Münzen  u.  dgl. 

Ein  solcher  Ansatz  hat  daher  aber  auch  einen  andern 

13 


—     194    — 

Sinn.  Es  ist  der  Ausdruck  bestimmter  vorwaltender  Ver- 
hältnisse und  es  sagt  z.  B.  beim  Würfelspiel   der   Wert 

Wü  =  ^ ,  die  Ziffer  6  wird  durchschnittlich  in  einem  von 

sechs  Fallen  geworfen. 

Diese  Bedeutung  des  WAnsatzes  der  mathematischen 
Schule,  die,  wie  wir  gesehen  haben,  infolge  des  von  uns 
so  genannten  Widerstreites  der  subjektiven  und  objek- 
tiven Argumente  vielfach  nicht  recht  erkannt  und  teilweise 
auch  bestritten  wurde,  hat  man  auch  in  dieser  Weise  aus- 
gedrückt, daß  man  sagte,  das  Theorem  von  Bernoulli 
müsse  in  den  WAnsatz  aufgenommen  sein.  Da  aber  ge- 
nanntes Theorem  nur  für  eine  Mehrzahl  von  Ereignissen 
gilt,  wurde  bezweifelt,  ob  dieser  WAnsatz  (da  man  früher 
diesen  für  den  ausschließlichen  hielt,  sagte  man:  der  W- 
Ansatz)  wohl  auch  für  den  Einzelfall  Berechtigung  habe, 
„gelte".  Fries  hat  dies  bekanntlich  mit  der  Bemerkung 
getan,  daß  er  „da  ja  gar  nicht  weiß,  welcher  von  den  6 
möglichen  Fällen  eintreffen  wird",  eine  Bemerkung,  zu  der 
ihn  wohl  der  Gedanke  veranlaßt  haben  dürfte,  daß  die  vul- 
gären Wahrscheinlichkeitsbestimmungen  eine  individuali- 
sierende Tendenz  aufweisen,  eine  solche  „allgemeine 
Übersichten  betreffende"  also  nichts  nützt  und  eine  indivi- 
dualisierende WBestimmung  zu  ganz  anderen  Zahlen  füh- 
ren kann.  Indes  ist  die  Sache,  wenn  man  diese  verschie- 
denen Bedeutungen  klar  auseinanderhält,  nicht  gerade  so 

bedeutungsvoll.    Gewiß,  der  WAnsatz^  ist  in  dieser  Form 

o 

keine  WBestimmung  für  den  Einzelfall  in  dem  vorhin  dar- 
gelegten vulgären  Sinne,  bei  der  nur  die  Gründe  für  und 
wider  verglichen  werden  und  die  allein  allen  prinzipiellen 
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Einwänden  standhalten  kann,  ja  als  deren  Ergebnis  anzu- 
sehen ist.    Er  verdient  die  Bezeichnung  WAnsatz  mithin 

1 

nicht  mehr.    Aber  wenn  man  den  Ansatz  -~  nur  das  sagen 

läßt,  was  er  wirklich  sagt,  nämlich,  daß  in  6  Würfen 
durchschnittlich  einer  der  in  Rede  stehende  ist  und  aus 
seiner  Beschaffenheit  keine  allgemeinen  logischen  Regeln 
ableiten  will,  so  hat  auch  dieser  Bruch  seine  Berechtigung 

und  Brauchbarkeit.    Der  Wert  f  ist  eine  Häufigkeitszahl. 

o 

Alle  brauchbaren  sogenannten  WAnsätze  der  Schule  sind 
Häufigkeitszahlen.  Die  Wahrscheinlichkeitsbestimmungen 
bestehen  nun,  wie  wir  wissen,  zunächst  in  einem  intellek- 
tuellen Nachbilden  der  bei  den  einzelnen  Urteilsmaterien 
vorwaltenden  Verhältnisse.  Bei  Zufallsgeschehnissen  aber 
handelt  es  sich  um  die  Herstellung  neuer  Häufigkeitswerte 
auf  dem  Wege  der  Kombinationen.  Ich  kann  also  zu  die- 
sen Operationen  nur  wieder  Häufigkeitszahlen  ge- 
brauchen. Denn  mit  den  wirklichen  WAnsätzen  für  den 
Einzelfall  kann  man,  wie  die  Kritik  der  Laplaceschen 
Prinzipien  gezeigt  hat,  und  wegen  der  genannten  Tat- 
sache, daß  man  bei  allen  WBestimmungen  die  objektiv 
vorwaltenden  Verhältnisse  nachzubilden  bestrebt  ist, 
keine  Rechenoperationen  und  Kombinationen  vornehmen. 
Diese  sind  mit  der  jeweiligen  Urteilsmaterie  organisch 
verbunden  und  bleiben  auf  sie  beschränkt.  Es  gestattet 
mir  aber  außerdem  der  WAnsatz  der  mathematischen 
Schule  jederzeit,  auf  Grund  seiner  Angaben  einen  logi- 
schen WAnsatz  für  den  Einzelfall  zu  machen,  da  er,  wenn 
mir  individuelles  Wissen  mangelt,  immer  alle  Gründe  für 
und  wider  das  Eintreffen  des  interessierenden  Ereignisses, 
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mathematisch  gemessen,  enthält,  die  ich  dann  nur  mitein- 
ander in  Vergleich  zu  setzen  brauche. 

Was  ist  aber  nun  weiter  mit  dem  WAnsatz  beim  be- 
kannten Urnenbeispiel  mit  der  unbekannten  Anzahl 
schwarzer  und  weißer  Kugeln,  woselbst  die  subjektive 
Theorie  behauptet,  hier  seien  gleichmögliche  Fälle  vor- 
handen und  der  WAnsatz  für  das  Ziehen  einer  weißen 

Kugel  sei  W  =  ^   während  die  objektive  Theorie  nicht 

nur  beides  abstreitet,  sondern  auch  die  Berechtigung  zu 
einer  WAnsetzung  überhaupt  anzweifelt?  Ist  hier  eine 
WBestimmung  möglich?  O  ja!  Es  spricht  immerhin  et- 
was für  das  Ziehen  einer  weißen  Kugel,  nämlich  das  Vor- 
handensein dieser  Farbe.  Für  das  Ziehen  einer  schwarzen 
Kugel  spricht  gleichfalls  etwas,  nämlich  das  Vorhanden- 
sein auch  dieser  Farbe.  Die  beiden  zur  Abschätzung  kom- 
menden Gründe  sind,  wie  man  leicht  sieht,  gleichwer- 
tig oder  gleichgewichtig;  und  da  also  für  das 
Ziehen  einer  schwarzen  Kugel  gerade  so  viel  spricht,  wie 
für  das  Ziehen  einer  weißen,  so  ergibt  sich,  daß  beide 
Fälle  gleiche  Wahrscheinlichkeit  besitzen. 
Wir  haben  also  gleichwahrscheinliche  Fälle ; 
und  Qoldschmidt  hat  ganz  recht,  wenn  er  diesen  Ausdruck 
statt  der  älteren  Bezeichnung:  gleichmöglich  gebraucht. 
Zur  Grundlage  einer  WDefinition  aber  sind  die  gleich- 
wahrscheinlichen Fälle  nicht  mehr  zu  verwenden,  weil  der 
Begriff  der  Wahrscheinlichkeit  bereits  darin  enthalten  ist. 
Die  WDefinition  muß  sich  auf  dem  Gewicht  der  Gründe  auf- 
bauen. Ebenso  ist  der  WAnsatz  W  =  ~  bei  diesem  Bei- 
spiel falsch.     Ich  kann  nur  beide  Wahrscheinlichkeiten 
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miteinander  vergleichen.  Für  weitere  Rechenoperatio- 
nen fehlt  mir  die  Berechtigung,  sie  sind  aber  auch  wegen 
der  Wertlosigkeit  der  in  die  Luft  gebauten  Zahlen  sinnlos. 

Der  Ansatz  ■=  ist  nur  berechtigt  bei  entsprechen- 
dem und  ausreichendem  Wissen  über  die  Anzahl  und 
Gleichhäufigkeit  der  Fälle,  und  auch  dann  nur  mit  einer 
gewissen  Reserve:  also  wenn  ich  weiß,  daß  es  sich  um  ein 
Zufallsgeschehnis  mit  der  dieser  Ereignisgattung  eigenen 
Struktur  handelt. 

Man  erwartet  vielleicht,  nachdem  dieser  Ausdruck  in 
der  Wahrscheinlichkeitslehre  so  oft  vorgekommen  ist, 
noch  eine  kurze  Definition  des  Wortes  Gleichmöglichkeit. 
Das  Wort  Möglichkeit  enthält  immer  einen  Hinweis 
auf  unsere  Unwissenheit,  während  gleichzeitig  nicht  zu 
verkennen  ist,  daß  es  auch  eine  Aussage  über  einen  objek- 
tiven Tatbestand  involviert.  Wenn  ich  nun  die  Möglich- 
keit durch  die  Hinzufügung  der  Bezeichnung  „gleich"  nä- 
her bestimme,  so  gehört  dieselbe  offenbar  zur  Vermehrung 
der  in  dem  Worte  „Möglichkeit"  enthaltenen  Aussage 
über  den  objektiven  Tatbestand.  Es  wird  also  Gleich- 
möglichkeit in  den  meisten  Fällen  soviel  bedeuten,  wie: 
„(deduktiv  oder  induktiv)  gemutmaßte  Gleichhäufigkeit". 

Der  Umstand  nun,  daß  man  die  WAnsätze  bezüglich  der 
Zufallsspiele  für  die  Wahrscheinlichkeit  im  allgemeinen 
hielt,  hat  verschiedene 

Trugschlüsse 

zur  Folge  gehabt.  Anknüpfend  an  die  Seite  179  ff  u.  198  ff 
besprochene  Erscheinung  nehme  ich  an  erster  Stelle  den 
Trugschluß     der     unberechtigten  Ausgleichs-Erwartung. 
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Wenn  ich  nämlich  als  WDefinition  das  erste  Prinzip  La- 
places  verwende,  das  nur  für  die  Wahrscheinlichkeitsbe- 
stimmung der  Zufall-  und  analogen  Geschehnisse  verwen- 
det werden  kann,  und  dasselbe  auch  auf  andere  Urteils- 
materien übertrage,  so  mache  ich  mich  dieses  Fehlers 
schuldig.  Unter  diese  Urteilsmaterien  gehören  alle  jene, 
bei  denen  es  sich  um  bloße  Tatbestände  handelt,  da  hierbei 
naturgemäß  die  Erscheinungen  der  Zufallsmechanik  aus- 
geschlossen sind.  Wenn  ich  also  frage,  was  für  einer 
Farbe  die  Kugeln  dieser  Urne  sind,  so  haben  wir  eine  der- 
artige Urteilsmaterie;  falls  ich  nun  weiß,  daß  es  eine  von 

den  7  Farben  ist,  so  beruht  der  gebräuchliche  Ansatz  w 
dafür,  daß  sie  grün  sind,  auf  einem  falschen  Analogie- 
schluß; denn  dieser  Ansatz  -=  wäre  nur  dann  berechtigt, 

wenn  ich  wüßte,  daß  die  7  Farben  in  einer  regelmäßigen 
Variation  (richtiger  wäre:  „unbestimmte  Variation";  aber 
ich  verwende  den  gewöhnlichen  Ausdruck)  erscheinen 
würde,  sei  es  nun,  daß  ich  sieben  Urnen,  wovon  die  in  Rede 
stehende  eine  ist,  mit  den  verschiedenen  Farben  habe,  oder 
daß  ich  in  einer  Urne  7  Farben  in  gleicher  Weise  verteilt 
habe.  Es  würde  also  ungefähr  soviel  ausdrücken,  wie  in 
7  Zügen  ist  durchschnittlich  ein  Zug  ein  solcher  einer  grü- 
nen Kugel;  es  verhalten  sich  also  die  Gründe  für  und  wi- 
der wie  1  : 6.  Das  ist  aber  hier,  wo  es  sich  um  einen 
bloßen  Tatbestand  handelt,  nicht  der  Fall.  Hier  beruhen 
die  Gründe,  1  dafür.  6  dagegen,  nicht  auf  den  wirklichen 
Verhältnissen,  wie  vorhin,  sondern  auf  fingierten;  daher 
ist  ihre  Anzahl,  je  nach  dem  Einteilungsgrunde  und  -Modus 
auch  variabel,  was  die  bei   der   Disjunktionstheorie  be- 
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sprochcnen  Unzukömmlichkeiten  zur  Folge  hat.  Daher 
gehören  unter  diesen  Trugschluß  auch  alle  wirklichen  Un- 
wissenheitsansätze, die  nach  der  Disjunktionstheorie  ver- 
fertigt wurden. 

Auch  ein  Teil  des  6.  Prinzipes  fällt  unter  diesen  Punkt: 
nämlich  der  in  ihm  steckende  Teil  des  1.  Prinzipes.  Es 
mangelt  die  Berechtigung  dafür,  die  allgemeine  Forde- 
rung aufzustellen,  die  Wahrscheinlichkeit  einer  Hypothese 
sei  zu  dividieren  durch  die  WWerte  aller  möglichen  Kon- 
kurrenz-Hypothesen. Diese  Maßregel  ließe  sich  nur  auf- 
recht erhalten,  wenn  unter  den  Hypothesen  der  gleiche 
Ausgleich  einträte  wie  beim  Würfelspiel.  Das  verbietet 
aber  schon  die  Urteilsmaterie,  wenn  ich  weiß,  daß  nur 
eine  Hypothese  existieren  kann.  Denn  die  anderen  Hypo- 
thesen existieren  in  der  Regel  ja  nur  im  Intellekte  und 
können  nicht,  wie  bei  den  Zufallsspielen,  in  regelmäßiger 
Variation  erscheinen.  Die  möglichen  Konkurrenzhypo- 
thesen können  unter  besonderen  Umständen,  je  nach  den 
Forderungen  des  Tatbestandes,  allerdings  einen  Grund 
dafür  abgeben,  der  die  Unwahrscheinlichkeit  der  primä- 
ren Hypothese  erhöht.  Z.  B.  wenn  ich  bei  gleichzeitigem 
Mangel  an  eingehenderen  Kenntnissen  weiß,  daß  die  Kon- 
kurrenzhypothese tatsächlich  in  einzelnen  Fällen  die  wirk- 
liche Ursache  der  in  Frage  stehenden  Erscheinung  angibt. 
Als  allgemeine  logische  Regel  ausgesprochen  aber  er- 
scheint mir  dieses  Vorgehen  als  ein  Fehlschluß  aus  dem 
Gebiete  —  um  ganz  präzise  zu  reden  —  nicht  eigentlich 
aus  dem  der  Wahrscheinlichkeitslehre,  sondern  aus  dem 
Gebiete  der  Zufallsphysik.  Man  lebt  sich  im  Laufe  der 
längeren  Beschäftigung  mit  ihr  so  in  sie  hinein,  daß  man 
alle  Erscheinungen  in  analoger  Weise  betrachtet,  analogi- 
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siert.  Zahlreiche  Beispiele  finden  sich  aus  der  Ur- 
sprungszeit der  disziplinaren  WLehre,  wo  man  im  ersten 
Feuereifer  die  ganze  Welt  als  Zufallsgeschehnis  aufzu- 
fassen geneigt  war,  wogegen  teilweise  schon  Laplace  po- 
lemisiert. Bei  den  Hypothesen  der  Wissenschaften  aber 
habe  ich,  wenn  ich  mich  ganz  unbefangen  zu  halten  ver- 
suchte, nie  gefühlt,  daß  beispielsweise  das  bloße  Vor- 
handensein der  Emanationshypothese  die  Wkeit  der  Un- 
dulationshypothese  verringert,  oder  das  Vorhanden- 
sein der  Hypothese,  daß  kein  Äther  existiert,  die 
Wkeit  der  Lichtätherhypothese  vermindert.  Wenn  eine 
Hypothese  eine  andere  unwahrscheinlicher  macht,  so  sind 
es  die  Gründe,  welche  sie  für  sich  und  zugleich  zu  Un- 
gunsten der  anderen  vorbringt.  Etwas  anderes  ist  es  na- 
türlich, wenn  die  Hypothesen  in  Gestalt  von  Urnen  und 
ähnlichem  wirklich  existieren. 

Ein  sprechendes  Beispiel,  wie  sehr  die  Zufallsphysik  in 
Fleisch  und  Blut  übergeht,  bildet  auch  der  Rettungsver- 
such des  Bernoullischen  Theorems,  den  Stumpf  versucht 
hat.  Er  sagt:  Wenn  wir  uns  statt  einer  Urne  (mit  dem 
unbekannten  Mischungsverhältnisse  von  s  und  w  Ku- 
geln) soviel  Urnen  denken,  als  Ziehungen  stattfinden,  z.  B. 
20  000,  und  wenn  jedesmal  aus  einer  anderen  Urne  ge- 
zogen wird,  so  läuft  es  dem  gesunden  Menschenverstände 
nicht  zuwider,  als  Endergebnis  nahezu  gleichviel  s  und  w 
zu  erwarten.  Die  in  manchen  Augenblicken  eintretende 
Plausibilität  dieser  Argumentes  beruht  nur  darin,  daß  wir 
uns  die  zahllosen  Urnen  regel-  und  absichtslos,  in  Zufalls- 
manier, gefüllt  denken  und  dann,  beim  Ziehen,  den  be- 
kannten Zufallsausgleich  erwarten.  Und  die  Plausibilität 
verschwindet,  wenn  wir  uns  nicht  nur  vorstellen,  daß  wir 
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nicht  den  geringsten  Anhaltspunkt  haben,  irgend  eine 
gleichmäßige  Füllung  zu  vermuten,  sondern,  wie  es  bei 
der  völliger  Unwissenheit  erforderlich  ist,  auch,  daß  uns 
ebenso  jeder  Anhaltspunkt  fehlt,  eine  solche  Gleichmäßig- 
keit auszuschließen. 

Der  zweite  Trugschluß  hat  gleichfalls  die  falsche  W- 
Definition  von  dem  Verhältnis  der  günstigen  Fälle  zur 
Zahl  aller  möglichen  zur  Ursache,  wenn  man  sie  auf  be- 
liebige Urteilsmaterien  zur  Anwendung  bringt,  wodurch 
man  natürlich,  sobald  für  eine  Urteilsmaterie  nichts 
spricht,  also  kein  „günstiger  Fall"  vorhanden  ist,  den  W- 
Wert  0,  die  Unmöglichkeit,  erhält.  In  praxi  zeigt  sich  die- 
ser Fehlschluß  hauptsächlich  darin,  daß  man  die  Häufig- 
keitsziffer  als  alleiniges  Maß  der  Wkeit  annimmt. 

Diesen  Fall  haben  wir  bei  der  WBestimmung  eines 
Novums,  das  nach  der  bisherigen  WTheorie  den  Wert  0 
hatte,  also  für  unmöglich  gelten  sollte. 

Es  gibt  nun  zweierlei  Arten  von  Nova.  Die  eine  Art 
ist  die,  bei  der  nichts,  gar  nichts  für  die  neue  Erscheinung 
spricht,  es  ist  also  ein  wirkliches  Novum.  Es  spricht  aber 
auch  nichts  dagegen.  Daher  ist  diese  Art  von  Nova  nicht 
wahrscheinlich  und  nicht  unwahrscheinlich,  sondern  in- 
different. Hierher  gehört  die  Existenz  der  attischen  Pest, 
für  sich  genommen,  d.  h.  ohne  Rücksicht  auf  die  Zeugen- 
glaubwürdigkeit des  Berichterstatters;  hierher  dürfte  auch 
die  eine  oder  andere  Urteilsmaterie  aus  dem  Gebiet  der 
Metaphysik  gehören.  Die  zweite  Art  von  Nova  ist  jene, 
für  die  gleichfalls  nichts  spricht,  gegen  welche  aber  ir- 
gendwelche deduktive  Gründe  vorhanden  sind.  Diese 
Nova  sind  unwahrscheinlich.  Den  Wert  der  Unmöglich- 
keit, also  0,  haben  sie  indes  auch  nicht;  denn  die  Ge- 
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schichte  der  Wissenschaften  lehrt,  daß  wir  schon  viele 
Dinge  kennen  gelernt  haben,  welche  dem  gegenwärtigen, 
aber  immer  noch  unvollkommenen  Stand  der  uns  bekann- 
ten Gesetze  widersprochen  hatten.  Unter  diese  Nova 
gehörten  die  Wunder. 

Auf  derselben  unberechtigten  Ausdehnung  der  WKal- 
kule  aus  dem  Gebiete  der  Zufallsspiele  auf  beliebige  Ur- 
teilsmaterien beruht  auch  der  3.  Trugschluß,  den  wir 
den  des  3.  Prinzipes  nennen  können.  Bei  den  WBestim- 
mungen  steigen  wir  von  Ereignisgattung  zu  Ereignis- 
gattung, von  Tatbestand  zu  Tatbestand.  Wir  werden  da 
und  dort  Wkeits-  bzw.  Häufigkeitswerten  begegnen.  Aber 
diese  Ziffern  dürfen  nicht  so  ohne  weiteres  miteinander 
verglichen,  „zusammengesetzt"  werden.  Das  kann  man 
nur  unter  bestimmten  Umständen  tun,  also  wenn  es  sich 
etwa  um  ein  zusammengesetztes  Zufallsspiel  handelt.  Aber 
wenn  der  eine  WWert,  die  eine  Häufigkeitsziffer,  einen 
Naturprozeß  betrifft,  dem  eine  große  Anzahl  von  Kompli- 
kationen zugrunde  liegt,  beispielsweise  einen  soziologi- 
schen, dann  verschwindet  ihm  gegenüber  die  WZiffer  von 
einfachen  Ereignissen  oder  Tatsachen. 

Beispiele:  Ein  Freund  berichtet  mir,  als  ich  mit  ihm  an 
einer  Lottokollektur  vorübergehe,  daß  die  Zahlen  6,  18,  32 
unter  den  gezogenen  sich  befinden.  Ich  werde  ihm  den 
Bericht  ohne  weiteres  glauben,  auch  wenn  ich  weiß,  daß 
er  hie  und  da  lügt,  und  obwohl  die  Wkeit,  daß  dieses 
Zahlentrio  gezogen  wurde,  eine  außerordentlich  geringe 
ist.  Aber  die  Wkeit  dieses  Ereignisses  an  und  für  sich, 
ihr  Gewicht,  verschwindet  gegenüber  der  Wkeit  des  an- 
deren Ereignisses,  der  Mitteilung,  auch  wenn  dieselbe  ge- 
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ringere  Werte  besitzt.  Das  Ereignis  des  herausgekomme- 
nen Ternos  wird  in  Hinsicht  des  WWertes  nahezu  indif- 
ferent. Natürlich  muß  mir,  um  den  Glaubwürdigkeitsbruch 
meines  Freundes  nicht  durch  speziellere  Kenntnisse  herab- 
zumindern, jeder  Grund  zur  Vermutung  fehlen,  daß  er  ein 
Interesse  habe,  mich  anzulügen.  Noch  deutlicher  ist  diese 
Erscheinung  zu  beobachten,  wenn  ich  mir  den  Grenzfall 
konstruiere.  Ich  selbst  betrachte  die  Tafel  der  gezogenen 
Nummern,  und  das  Ereignis  des  Berichtens  hat  jetzt  im 
Sinne  der  mathematischen  Schule  den  Wert  von  nahezu  1 
(1  =  Sicherheit).  Trotzdem  müßte  nach  der  WRechnung 
alten  Stils  die  Wkeit  des  „zusammengesetzten  Ereignis- 
ses", daß  ich  genannte  Nummern  sehe,  eine  sehr  geringe 
sein  (1  multipliziert  mit  der  Wkeit  eines  Ternos).  In  Wirk- 
lichkeit lasse  ich  mich  durch  die  äußerst  geringe  Wkeit 
des  letzteren  gar  nicht  oder  nur  wenig  berühren  (auch  dann 
nicht,  wenn  auf  die  gezogenen  Nummern  von  einem  meiner 
Bekannten  gesetzt  wurde).  —  Das  Gegenstück:  Ich  habe 
mehrere  Tage  keine  Zeitungen  gelesen.  Derselbe  Freund 
berichtet  mir,  zwischen  Deutschland  und  England  habe 
die  Kriegserklärung  stattgefunden.  Obwohl  das  letztere 
Ereignis,  wenn  auch  unwahrscheinlich,  doch  sehr  wohl 
möglich  ist,  werde  ich  den  Bericht  meines  Freundes  sehr 
anzweifeln,  und  der  Umstand,  daß  er  hie  und  da  lügt,  fällt 
sehr  in  Betracht.  Durch  die  Gegenüberstellung  beider 
Beispiele  ist  erkenntlich,  wie  die  Wkeitszahlen  der  Ereig- 
nisse der  jeweiligen  höheren  Entwickelungsstufe  die  der 
Ereignisse  der  niederen  trotz  absoluter  Kleinheit  an  Ge- 
wicht weit  übertreffen. 

Hierher  gehört  auch  die  Erörterung  des  Verhältnisses 
des  Außergewöhnlichen  zum  Unwahrscheinlichen,  von  dem 
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vielfach  nicht  recht  begriffen  worden  ist,  warum  sie  in 
die  Wkeitslehre  aufgenommen  wurde.  Unwahrscheinlich 
ist,  daß  einer  aus  einer  Million  numerierter  Kugeln  Nr.  836 
zieht,  unwahrscheinlich  ist,  daß  ein  schlechter  Schütze  das 
Zentrum  trifft;  aber  die  Ereignisse  sind  nicht  außerge- 
wöhnlich. Von  einem  außergewöhnlichen  Ereignisse 
spricht  ein  Mediziner,  wenn  sich  in  seiner  Praxis  der  Fall 
ergab,  daß  die  Fiebertemperatur  eines  Menschen  auf 
45°  C  stieg  und  hernach  noch  Genesung  eintrat;  ein  Zy- 
klon in  unserer  Gegend,  ein  plötzlich  hell  aufleuchtender 
Stern  gehören  gleichfalls  unter  die  außergewöhnlichen 
Vorfälle.  Nach  der  alten  Theorie,  die  ein  absolutes  Maß 
für  Wkeit  aufzustellen  bestrebt  war,  kann  es  keinen  Unter- 
schied zwischen  „unwahrscheinlich"  und  „außergewöhn- 
lich" geben;  nicht  einmal  der  eines  bloßen  Gradunter- 
schiedes ist  möglich;  denn  ich  kann  im  obigen  Beispiele 
die  Zahl  der  Kugeln  beliebig  vergrößern,  ohne  daß  da- 
durch der  bezeichnete  Kugelzug  ein  außergewöhnliches 
Ereignis  würde.  Und  doch  besteht  ein  Unterschied.  In 
den  beiden  Fällen  handelt  es  sich  um  eine  Vergleichung 
mit  verschiedenen  Ereignisklassen.  Das  Ereignis,  das 
bloß  unwahrscheinlich  ist,  wird  in  Vergleich  gezogen  zu 
allen  möglichen  Ereignissen  derselbenArt.  Ich  kann 
nun  aber  dieses  so  verglichene  Ereignis  auch  mit  sonstigen 
Ereignisgattungen  vergleichen  und  da  verliert  es  seine Un- 
wahrscheinlichkeit.  Das  Wort  außergewöhnlich  bezieht 
sich  aber  auf  den  Vergleich  mit  unseren  allgemeinen  Na- 
turerfahrungen. Es  kann  daher  auch  eine  Begebenheit 
aus  dem  Gebiete  der  Zufallsspiele,  wenn  es  unsern  Erfah- 
rungen über  den  Naturverlauf  widerspricht,  außergewöhn- 
lich genannt  werden,  wie  z.  B.  der  hundertmal  nachein- 
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ander  eingetretene  Kopf-Wurf  beim  Münz- Werfen  (siehe 
d'Alambert). 

An  4.  und  letzter  Stelle  erwähne  ich  noch  einen  Trug- 
schluß aus  dem  Gebiete  der  vulgären  WBestimmung.  Ich 
möchte  ihn  den  der  Konservativen  nennen.  Er  besteht  da- 
rin, daß  man  bei  WBestimmungen  zu  viel  Gewicht  auf  den 
Häufigkeitsfaktor  legt  und  zu  wenig  auf  die  deduktiven 
Gründe.  Die  konservativen  Gemüter  sprechen  daher  allen 
Neuheiten,  bei  denen  der  Häufigkeitsfaktor  sehr  gering 
ist,  einen  geringeren  WWert  zu,  als  ihnen  eigentlich, 
wenn  man  auch  die  dafür  sprechenden  deduktiven  Gründe 
gehörig  würdigen  würde,  zukäme.  Daher  glauben  sie,  daß 
die  politischen  Einrichtungen,  welche  bisher  genügt  haben, 
einer  Änderung  nicht  bedürfen,  auch  wenn  für  die  Not- 
wendigkeit einer  solchen  noch  so  viel  spricht.  Daher  ge- 
ben sie,  wenn  es  sich  darum  handelt,  ob  ein  altes  System, 
über  das  sehr  viele  Erfahrungen  vorliegen,  beibehalten  wer- 
den soll,  oder  ob  ein  neues,  über  das  noch  keine  oder  sehr 
wenige  Erfahrungen  vorliegen,  das  aber  beim  genaueren 
Studium  sehr  viele  Vorzüge  verspricht,  gewählt  werden 
soll,  dem  alten  bewährten  den  Vorzug;  und  sie  begründen 
dies  in  charakteristischer  Weise  mit  den  Worten:  die 
neuen  Dinge  haben  schon  sehr  oft  versagt. 

Anknüpfend  an  diese  Trugschlüsse  sei  noch  erwähnt, 
daß  als  Gründe  für  die  in  der  WTheorie  herrschende  Ver- 
wirrung die  zahlreichen  Homonymien  angegeben  werden 
müssen.  Am  verderblichsten  haben  sich  erwiesen  der 
Ausdruck:  „Es  ist  kein  Grund  vorhanden,  zu  glauben, 
daß  .  .  ."  und  der  Ausdruck:  gleichmöglich.  Der  ganzen 
alten  WTheorie  aber  liegt  der  Fehlschluß  der  voreiligen 
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und  ungerechtfertigten  Verallgemeinerung  zugrunde.  Ihm 
allein  verdankt  sie  ihre  Existenz. 

Es  hat  sich  in  dem  eben  zu  Ende  gehenden  Kapitel 
nicht  darum  gehandelt,  eine  eigene  WTheorie  aufzustel- 
len :  es  sollten  nur  einige  Tatsachen  aus  dem  Gebiete  der 
^Bestimmungen,  wie  sie  allgemein  gebräuchlich  sind,  bei- 
gebracht werden.  Es  geht  dies  zwar  bereits  über  den 
Rahmen  der  mir  in  diesen  Kapiteln  vorgenommenen  Ar- 
beitsleistung, welche  nur  eine  Entscheidung  des  zwischen 
der  subjektiven  und  objektiven  Theorie  herrschenden 
Prinzipienstreites  sein  sollte,  hinaus;  aber  es  birgt  immer 
einen  gewissen  Vorwurf  in  sich,  nur  im  negativen  Sinne 
zu  arbeiten,  ohne  dabei  wenigstens  willens  zu  sein,  den 
Weg  zu  zeigen,  auf  dem  Positives  zutage  gefördert  wer- 
den kann. 


5.  Kapitel. 

Zur  Naturphilosophie  der  Zufallspiele  und 
verwandter  Geschehnisse. 

Übersicht. 

Der  Fortschritt  in  der  theoretischen  Behandlung  der  Zufall- 
spiele. Beginn  der  Detailbetrachtung  durch  Marbe.  Heran- 
ziehung anderer  Geschehnisarten  für  das  Studium  der  Zufall- 
spiele. Der  Ladenbesuch.  Das  Vorüberziehen  von  Menschen 
u.  dergl.  auf  Straßen.  Das  Billardspiel.  Das  Wetter.  Brände. 
Briefpost.  Die  Silhouetten  der  Bäume.  Blühende  Felder. 
Die  Welt  des  Großen  und  Kleinen.  Eine  allgemeine  Erscheinung. 
DieDiagrammederZufallspiele.  IhreexperimentelleErforschung. 
Die  mutmaßliche  Ursache  der  ihnen  anhaftenden  Charakterzüge. 
2  Arten  der  Zufallsgeschehnisse  und  der  P-Wert  Marbes.  Der 
künstliche  Aufbau  eines  Zufallspieles.  Von  den  Beobachtungs- 
fehlern.   Schluß. 

Zur  Naturphilosophie  der  Zufallspiele  und 
verwandter  Geschehnisse. 

Wie  bereits  mehrfach  ausgeführt  wurde,  hat  die  gerade- 
zu mystisch  dunkle  Unwissenheit  über  den  rätselhaften 
Ausgleich,  der  bei  den  Zufallsgeschehnissen  eintritt,  eine 
verwirrende  Rolle  gespielt;  denn  die  Unwissenheit  über 
seine  Ursachen  war  so  groß,  daß  von  einer  Richtung,  und 
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noch  dazu  von  der  lange  Zeit  herrschenden,  dieser  Aus- 
gleich geradezu  auf  Grund  dieses  Nichtwissens  erklärt 
wurde.  Darauf  aufmerksam  geworden,  daß  ein  mangeln- 
der Erkenntnisgrund  niemals  ein  Realgrund  für  ein  physi- 
sches Phänomen  sein  könne,  antwortete  sie,  daß  der  Satz, 
der  diesen  Ausgleich  ausspreche,  nur  ein  Satz  der  Kombi- 
nationslehre sei  und  daß  alle  Schlüsse,  die  man  auf  Grund 
dieses  Ausgleichs  mache,  infolgedessen  Trugschlüsse  seien. 
Alle  die,  welche  irgendeinen  Einfluß  in  der  Natur  für  die 
doch  in  ihr  eintretende  Erscheinung  aufzunehmen  suchten, 
wurden  heftig  gescholten  (Quetelet).  So  kam  es,  daß  sich 
niemand  mehr  auskannte.  Erst  in  der  neuesten  Zeit  hat 
sich  langsam  eine  Klärung  vorbereitet  und  Bruns  spricht 
bereits  ausdrücklich  von  einem  objektiven  Satz  der  Aus- 
gleichung des  Zufalls  oder  der  gleichmäßigen  Erschöp- 
fung der  möglichen  Fälle.  Ein  anderer  Fortschritt  auf  die- 
sem Gebiete  geschah  durch  Gustav  Th.  Fechner  und  seine 
Begründung  der  Kollektivmaßlehre,  wodurch  einerseits  ein- 
mal auch  andere  Dinge  als  nur  die  praktisch  unwichtigen 
Zufallspiele  zur  Betrachtung  herangezogen  wurden, 
gleichzeitig  aber  auch  auf  die  Verwandtschaft  der  Zufalls- 
spiele mit  anderen  Geschehnisarten  hingewiesen  wurde. 
Die  Kollektivmaßlehre  mit  ihrer  auch  sonst  veränderten 
Betrachtungsweise  scheint  mir  denn  auch  die  gesunde, 
moderne  Entwickelung  der  alten  WTheorie  darzustellen. 
Besonders  deutlich  wird  der  Unterschied  zwischen  beiden 
Disziplinen  durch  die  Wertung  der  Ansichten  Quetelets: 
zur  Blütezeit  der  alten  WTheorie  wurde  eine  andere  Be- 
gründung der  gleichmäßigen  Verteilung  als  durch  das 
Theorem  v.  Bernoulli  als  ausschließlich  subjektiv-logi- 
sche Erwartungsbildung     als    schwerer    Fehler    erklärt. 
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während  jetzt  Quetelet  als  derjenige  angeführt  wird,  der 
die  erste  richtige  Kollektivreihe  aufgestellt  hat. 

Bisher  hat  man,  auch  in  der  Kollektivmaßlehre,  die  so- 
genannten Zufallspiele  und  verwandten  Ereignisse  nur  im- 
mer in  bezug  auf  das  Summarische  ihrer  Erscheinungen 
untersucht,  erst  Marbe  begann  Detailerscheinungen  (die 
reinen  Gruppen  oder  Sequenzen)  herauszugreifen;  ich 
möchte  nun  noch  einen  Schritt  weiter  gehen  und  einmal 
den  Verlauf  dieser  Geschehnisse  in  der  Reihenfolge  ihrer 
Einzelfälle  untersuchen.  Ich  beginne  mit  den  beiden  be- 
reits im  1.  Kapitel  (S.  48)  erwähnten  Wurfreihen  von 
155  Würfen  mit  je  8  Münzen  und  von  200  Würfen  mit  je 
12  Münzen.  Sie  sind  in  der  genauen  Reihenfolge  ihres 
Eintreffens  wiedergegeben  auf  Tafel  I.  Die  möglichen 
Würfe- Verhältnisse  sind  im  ersten  Falle  4  :  4,  3  :  5,  2  :  6, 
1  :  7,  0  : 8;  im  zweiten  6  :  6,  5  :  7,  4  :  8,  3  :  9,  2  :  10,  1  :  11, 
0  :  12.  Die  Anzahl  der  Kopf-  und  der  Wappenwürfe  ist 
einigermaßen  die  gleiche  (626  K  :  606  W;  1203  K  :  1245 
W),  aber  die  „Möglichkeiten"  der  Einzelreihen  oder  der 
Wurfverhältnisse  sind  nicht  mehr  die  gleichen,  und  zwar 
stimmen  die  empirischen  Werte  weder  mit  denen  überein, 
die  nach  der  WTheorie  zu  erwarten  sind,  noch  genau  mit 
denen,  die  ich  auf  Grund  induktiver  Überlegungen  für  die 
wahrscheinlichste  hielt.  Nach  dem  Multiplikationssatz 
der  WTheorie,  dem  3.  Prinzipe,  erhalte  ich  für  alle  Wurf- 
verhältnisse die  gleiche  Wkeit,  die  ich  auch  erhalte,  wenn 
ich  alle  Wurfverhältnisse  auf  Grund  des  Prinzipes  vom 
mangelnden  Grunde  für  gleich  möglich  ansehe;  nach  dem 
Additionssatz  steigt  die  Wkeit  bis  zu  jenem,  das  die  Null 
enthält.  Ich  vermutete,  wie  im  1.  Kapitel  aufgeführt,  die 
größte  Wkeit  für  das  Verhältnis  der  Gleichheit.    Die  Er- 
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fahrung  indessen  erklärt  im  1.  Falle  das  Verhältnis  3  :  5  für 
das  wahrscheinlichste  (  W=y^  )»  das  Verhältnis  4:4  für 

das    nächstwahrscheinliche    (  t^k  ) >    dann   folgen    2  :  6 

GS-  ■ :?  Qk)' 0;8  (ifc) ,m  2- Faiie  ist  das  Ve,häit- 

nis  5 : 7  das  wahrscheinlichste  ( W  =  ~7y7 ) ,  das  nächste  das 
V.4:8  (g),  dann  folgen  6:6  (±) ,  3:9  (^),2:10 

(2Ö0)'  1:U  (^)>0:12(°)-MansiehtalsMieWBrüche 

sind  andere,  wenn  man  gleichzeitig  wirft.    Betrachtet  man 
die  Zahlen,  so  möchte  man  bei  einer  noch  größeren  Anzahl 

f 
Münzen  einen  noch  weiter  von  -=  (r  =  Anzahl  der  Mün- 
zen) entfernten  Verteilungswert  für  den  wahrscheinlich- 
sten halten.  Für  diese  Erscheinung  habe  ich  noch  keine 
Erklärung,  es  sieht  fast  so  aus,  als  ob  die  sonderbare  Un- 
regelmäßigkeit des  Zufalls  und  seine  Abneigung  gegen 
scharfe  Zahlen  sich  auch  hier  ausdrücken  müßte.  Wenn 
d'Alambert  den  gleichzeitigen  Wurf  von  Kopf  bei  der  Ge- 
samtzahl der  Münzen  für  wahrscheinlicher  hielt,  als  die- 
selbe Anzahl  gleicher  Münzwürfe  hintereinander,  so 
scheint  er  sich  indes  hierin  doch  getäuscht  zu  haben:  der 
Wurf  0  :  8  kommt  in  der  ersten  Versuchsreihe  nur  ein- 
mal vor,  und  der  Wurf  0  :  12  in  der  zweiten  ist  ganz  aus- 
geblieben. 

Und  nun  sei  mit  der  Besprechung  des  fortschreitenden 
Verlaufes  der  Einzelwürfe  begonnen.    Beim  Anblick  der 
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Urliste  fallen  sofort  Zusammendrängungen  gleichartiger 
Würfe  auf.  Zwischen  diese  Zusammendrängungen  schie- 
ben sich  Zerstreuungen  ein,  so  daß  beispielsweise  bei  der 
1.  Versuchsreihe  auf  die  Zerstreuung  bis  Wurf  6  Häu- 
fungen bis  Wurf  17  folgen,  die  wieder  durch  Zerstreuungen 
bis  Wurf  26  abgelöst  werden.  Und  so  geht  es  durch  die 
ganze  Versuchsreihe;  zum  Schlüsse  werden  große  Zu- 
sammendrängungen gleicher  Würfe  von  Wurf  112 — 138 
von  einer  ähnlich  großen  Zerstreuung  bis  zum  letzten 
Wurf  155  abgelöst.  Dieselbe  Erscheinung  zeigt  sich  auch 
bei  Versuchsreihen  von  einzelnen  Kopf-Wappen-Würfen 
hintereinander;  wie  aus  der  graphischen  Darstellung  einer 
solchen  auf  Tafel  I  ersichtlich,  folgt  auf  eine  große  Gruppe 
in  der  Regel  wieder  eine  große,  auf  eine  kleine  von  be- 
stimmter Größe  wieder  eine  solche.  Wenn  man  also  die 
Detailbetrachtung  in  das  Studium  der  Glücksspiele  ein- 
führt, so  ist  die  Möglichkeit  geboten,  größere  Wkeiten  für 
den  positiven  oder  negativen  Ausfall  eines  Einzelwurfes 
zu  erhalten,  als  nach  dem  bisherigen  Modus  der  Gesamtbe- 
trachtung. Die  Kalküle  der  letzteren  werden  dadurch  zwar 
kaum  alteriert;  wenn  man  das  Gesamtergebnis  einer  gro- 
ßen Versuchsreihe  nach  den  verschiedenen  Schwankungen 
prüft,  wird  die  Wkeit,  einen  gleichartigen  Wurf  wie  den 
vorhergehenden  zu  werfen,  nicht  viel  vom  theoret.  Werte 

vv 

w  =  z ,  wenn  w  die  Wkeit  des  betreffenden  Wurfes 

1  —  IV 

ist,  abweichen.  Nur  leisten  sie  für  den  Einzelfall  weniger 
als  ein  WWert,  der  auf  der  Detailbetrachtung  fußt.  Die 
Erforschung  dieser  Erscheinung  nun,  die  der  mathemati- 
schen Auswertung  vorangehen  muß,  scheint  mir  am  besten 
mit  dem  Suchen  nach  der  Ursache  begonnen  zu  werden. 

14* 
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Es  muß  indes  zunächst  ausdrücklich  hervorgehoben  wer- 
den, daß  von  einer  Abhängigkeit  der  Fälle  in  einem  Sinne, 
wie  ihn  die  WTheorie  gebraucht,  nicht  die  Rede  sein  kann. 
Nach  vollbrachtem  Wurfe  mußte  ich  immer  erst  den  Blei- 
stift zur  Notierung  in  die  Hand  nehmen,  die  Notierung  aus- 
führen, die  Münzen  aufnehmen,  was  von  einer  Hand  ge- 
schah, so  daß  sie  schon  da  in  der  Hand  beständig  gemischt 
wurden,  und  schließlich  wurden  sie  innerhalb  der  beiden 
aufeinandergedeckten  Handhöhlen  kräftig  geschüttelt. 
Auch  das  spricht  gegen  eine  Abhängigkeit,  daß  ein  Ver- 
hältnis öfters  mit  vertauschten  Münzoberflächen  nach- 
einander eintritt.  Damit  dies  deutlich  sichtbar  wird,  wur- 
den die  Münzwürfe,  wo  Wappen  in  der  Überzahl  war,  in  die 
Tafel  rot  eingezeichnet.  Dann  zeigt  sich  noch  eine  Erschei- 
nung, die  damit  zusammenhängt,  die  der  Vor-  und  Nach- 
läufer. Ich  gebrauche  diese  Bezeichnung,  weil  derjenigen 
Naturerscheinung,  die  diesen  Namen  zu  tragen  pflegt, 
wohl  dasselbe  ursächliche  Moment  zugrunde  liegt.  Bei 
der  1.  Versuchsreihe  beträgt  deren  Anzahl  20,  bei  der  2., 
wo  wegen  der  größeren  Anzahl  der  Verhältnisse  die  Zer- 
streuung naturgemäß  eine  größere  und  die  Anzahl  der 
Sequenzen  eine  kleinere  ist,  52,  so  daß  man  sieht,  daß  die 
Kumulierung  desselben  Resultates  hier  zum  Teil  in  dieser 
Weise  erledigt  wird.  Besonders  schön  tritt  diese  Kumu- 
lierung oder  Knäuelung  von  gleichen  Ereignisarten  bei 
seltenen  Würfen  zutage;  als  ich  bei  der  Herstellung  der 
2.  Versuchsreihe  bereits  aufhören  wollte,  da  ich  die  Zahl 
von  150  Würfen  schon  beisammen  hatte,  warf  ich  das 
V.  1:11.  Aha,  dachte  ich,  jetzt  komme  ich  in  eine  in- 
teressante Qegend,  bald  wird  dieser  Wurf  wiederkom- 
men, und  richtig,  nach  6  bzw.  9  weiteren  Würfen  trat  er 
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tatsächlich  wieder  ein.  Bei  den  Vorläufern  ist  natürlich 
noch  weniger  von  Abhängigkeit  im  Sinne  einer  Beeinflus- 
sung durch  den  vorausgegangenen  Wurf  die  Rede. 

Als  Beispiele  der  Erscheinung  der  Knäuelung,  zufolge 
der  nicht  nur  auf  ein  Verhältnis  ein  gleichartiges  folgt, 
sondern  auch  auf  einen  wiederholten  Wurf  eines  Verhält- 
nisses wiederholte  Würfe  eines  anderen  folgen,  während 
andererseits  sich  die  Zerstreuungen  ebenso  zusammen- 
scharen, siehe  bei  der  2.  Versuchsreihe  die  Zerstreuungen 
bis  zum  10.  Wurf,  ferner  von  Wurf  145—172,  die  Sequen- 
zen von  Wurf  44—67  und  87—133! 

Solche  Knäuelungen  treten  aber  auch  auf  in  bezug  auf 
das  Überwiegen  der  Wappen-  oder  Kopfwürfe,  z.  B.  von 
Kopf  von  Wurf  124—131,  Wappen  von  131—139,  Kopf  von 
139—149,  Wappen  von  149 — 164  mit  nachfolgender  großer 
Anzahl  überwiegender  Kopfwürfe  bis  zum  Schluß  der 
2.  Reihe. 

Es  gibt  nun  eine  erhebliche  Anzahl  von  Geschehnissen, 
die  mit  den  Erscheinungen  der  Zufallspiele  große  Ver- 
wandtschaft besitzen  und  die  sich  auch  nach  der  alten 
WTheorie  behandeln  lassen.  Ein  solches  Geschehnis  ist 
der  Besuch  eines  Ladens  während  eines  begrenzten  Zeit- 
raumes, wenn  während  des  letzteren  der  Besuch  im  allge- 
meinen ein  gleichmäßiger  ist  und  kein  Punkt  besonderer 
Frequenz,  wie  etwa  die  Mittagszeit,  vorhanden  ist.  Dann 
kann  ich  fragen,  wie  groß  ist  die  Wkeit,  daß  während  einer 
bestimmten  Minute  oder  Anzahl  von  Minuten  ein  Besucher 
den  Laden  betritt?  Liegen  genügend  Beobachtungen,  sa- 
gen wir  für  eine  Stunde,  vor,  hat  es  keine  Schwierigkeit, 
einen  WBruch  zu  bilden.    Ist  die  Besucherzahl  pro  Stunde 
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20,  so  ist  die  Wkeit  eines  Besuches  für  eine  Minute    ~. 

Auch  gilt  hier  offenbar  das  Theorem  v.  Bernoulli  in  dem 
in  den  früheren  Ausführungen  besprochenen  angenäherten 
Sinne:  habe  ich  eine  bestimmte  Minute  durch  mehrere 
Tage  hindurch  beobachtet,  so  wird  auf  sie  in  drei  Tagen 
durchschnittlich  ein  Besuch  fallen.  Andere  Geschehnisse 
dieser  Art  sind  der  Vorüberzug  von  Menschen  oder  Fuhr- 
werken an  einer  bestimmten  Straßenstelle  während  eines 
begrenzten  Zeitraumes;  das  Fallen  von  Regentropfen  auf 
eine  bestimmte  Fläche  von  bestimmter  Größe  würde  auch 
hierher  gehören. 

Ich  stellte  nun  bezüglich  des  Ladenbesuches  und  des 
Vorüberganges  von  Menschen  und  Fuhrwerken  gleich- 
falls Beobachtungsreihen  an,  und  zwar  beim  2.  Gescheh- 
nis in  der  Weise,  daß  ich  zuerst  die  hinabziehenden  Men- 
schen notierte,  ein  andermal,  natürlich  am  selben  Orte,  die 
hinabgehenden  Menschen  und  die  vorüberfahrenden  (hin- 
auf und  hinunter)  Fuhrwerke,  das  drittemal  wurden  noch 
die  hinaufziehenden  Menschen  hinzubezogen.  Sie  sind  auf 
der  Tafel  wiedergegeben.  Die  Beobachtungen  wurden  auf 
die  Sekunde  gemacht,  bis  auf  einzelne  eigens  im  Detail 
wiedergegebene  Stücke  jedoch  auf  1ir>  Minute  eingezeich- 
net. Beim  Ladenbesuch  geschah  Beobachtung  und  Ein- 
zeichnung  auf  V-i  Minute.  Es  wurde  eine  neutrale  Zeit  ge- 
wählt, für  den  Ladenbesuch  die  zwischen  3  und  5  Uhr 
nachm.,  für  den  Vorübergang  der  Personen  die  zwischen 
lO1/^  und  11%  vorm.  Was  sagen  nun  diese  Beobachtungen? 
Auch  hier  zeigt  sich  die  Erscheinung  der  Knäuelung,  und 
zwar  so  auffällig,  daß  der,  der  zum  erstenmal  darauf  auf- 
merksam gemacht  wird,  geradezu  frappiert  ist.    Mehrere 
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Minuten  hindurch  zieht  kein  Mensch  die  Straße  hinunter, 
dann  drängen  sie  sich  auf  wenige  Sekunden  zusammen; 
dasselbe  geschieht  mit  den  Fuhrwerken  und  hinaufziehen- 
den Personen.  Wenn  man  eine  Trennung  der  Personen 
nach  Alterstufen  oder  nach  Geschlechtern  vornimmt,  er- 
gibt sich  dieselbe  Häufung  beim  getrennt  betrachteten 
Teile.  Auch  bezüglich  der  einzelnen  Tage  zeigen  sich 
Leeren  und  Kumulierungen,  derart,  daß  ich,  wie  ich  die 
Vorbeobachtung  beim  Ladenbesuch  machte,  dachte,  er  ist 
so  schwach,  daß  ich  während  einer  Stunde  wohl  kaum  zu 
einem  Bild  kommen  werde;  am  andern  Tage  machte  ich 
die  Aufzeichnungen,  und  die  Anzahl  der  Besucher  war 
überraschend  groß.  Schiebe  ich  nun  die  aufgezeichneten 
Vorübergänge  der  2.  Beobachtungsreihe,  nachdem  sie  syn- 
chron hergestellt  wurde,  auch  in  dieser  Weise  nebenein- 
ander, also  so,  wie  sie  tatsächlich  stattfanden,  so  treffen 
vielfach,  nicht  immer,  Häufung  mit  Häufung  und  Leere 
mit  Leere  zusammen,  und  dessen  Folge  ist,  daß  einzelne 
Knäuel  besonders  dicht  werden.  Natürlich  geht  dann  die 
Frage  der  Wkeit  auf  den  Vorüberzug  der  Hinauf-  und 
Hinunterziehenden  einschließlich  der  Fuhrwerke.  Auch 
hier  ist  nicht  die  Abhängigkeit  der  einzelnen  „Ereignisse" 
die  Ursache  der  Knäuelung.  Damit  man  dies  deutlich 
sehen  kann,  habe  ich  diejenigen  Fälle,  wo  wirklich  Ab- 
hängigkeit im  Sinne  der  WTheorie  vorhanden  ist,  nämlich 
wenn  zwei  oder  mehrere  Personen  zusammengehen  (auch 
hier  braucht  nicht  immer  Abhängigkeit  vorhanden  zu  sein; 
sie  können  auch  zufällig  den  gleichen  Weg  haben)  durch 
eine  Klammer  gekennzeichnet,  und  es  zeigen  sich  dabei 
wieder  neue  Häufungen,  indem  sich  auch  die  „paarigen" 
Vorübergänge  zusammendrängen.    Man  sieht  auch,  wie 
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innerhalb  der  großen  Knäuel,  wo  auf  Pausen  von  mehreren 
Minuten  Komplexe  von  Minuten,  die  „Ereignisse"  enthal- 
ten, folgen,  sich  wieder  kleine  Knäuel  zeigen,  in  denen 
sich  neben  Pausen  von  ca.  einer  Minute  die  Ereig- 
nisse auf  wenige  Sekunden  zusammendrängen.  Beson- 
ders deutlich  zu  sehen  bei  der  Reihe  der  „heraufziehenden 
Menschen". 

Die  bisher  besprochenen  Geschehnisse  sind  ausgespro- 
chen solche  des  Zufalls.  Wie  verhalten  sich  aber  Ereig- 
nisarten,  bei  denen  Geschicklichkeit  und  Absicht  nach 
Kräften  mitwirken?  Ich  habe  zu  diesem  Behufe  Beob- 
achtungsreihen bei  Billardspielen  gemacht,  die  gleichfalls 
auf  der  Tafel  wiedergegeben  sind.  Dasselbe  Bild;  und  da- 
bei berührt  das  sonderbar,  daß  in  den  Knäuel,  z.  B.  der 
O-Stöße,*)  der  bei  einem  Spieler  beginnt,  auch  der  andere 
hineingezogen  wird.    (Siehe  gleichfalls  die  Tafel.) 

Das  Phänomen  der  Knäuelung  zeigt  auch  das  Wetter. 
Trabert  erwähnt  in  seiner  Meteorologie,  daß  Klein  seine 
Wetterprophezeiungen  in  der  Weise  machte,  daß  er  für 
den  folgenden  das  gleiche  Wetter  voraussagte,  wie  es  am 
vorausgegangenen  Tage  war  und  damit  eine  größere  Zahl 
von  Treffern  erreichte  als  Fehler  und  auch  als  die  wissen- 
schaftliche Wettervorhersage. 

Ich  mache  an  dieser  Stelle  auch  aufmerksam  auf  das 
Sprichwort:  Ein  Unglück  kommt  selten  allein,  das  die- 
selbe Tatsache  ausspricht.  So  war  vor  Jahren,  ich  glaube 
1905,  ein  großer  Untergrundbahnbrand  zu  Paris,  nachdem 


*)  Mit  röter  Farbe  gezeichnet.  Es  drängen  sich  sowohl  die 
Fehlstöße  zusammen,  als  auch  die  kleinen  Gruppen  zu  den 
kleinen  und  die  großen  zu  den  großen. 
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man  lange  Jahre  nichts  davon  gehört  hatte,  bald  daraui 
war  ein  zweiter,  und  seitdem  hat  man  wieder  lange  Jahre 
nichts  mehr  von  solchen  Bränden  gehört,  obwohl  ich  Ob- 
acht gab.  Viele  Jahre  hindurch  stirbt  niemand  in  einem 
Hause,  dann  sterben  zwei  bis  drei  in  einem  Jahre,  obwohl 
sie  an  verschiedenen  Krankheiten  litten.  Tageweise  bringt 
der  Briefträger  keine  Post,  dann  wieder  mehrere  auf  ein- 
mal. Zu  bestimmten  Zeiten  des  Jahres  häufen  sich  die 
Geburten  und  in  manchen  Jahren  die  Überschwemmun- 
gen :  man  sieht,  es  ist  gleichgültig,  ob  man,  wie  bei  den 
letztgenannten  Erscheinungen,  die  Ursache  der  Häufungen 
kennt  oder  wenigstens  mit  einer  gewissen  Sicherheit  eine 
solche  anzunehmen  berechtigt  ist,  oder  ob  man  das  Ge- 
schehnis für  ein  vom  Zufall  beherrschtes  erklären  muß. 

Das  Phänomen  der  Knäuelung  zeigt  sich  aber  nicht  nur 
bei  Erscheinungen,  die  aus  Bewegung  bestehen,  bei  „Er- 
eignissen", sondern  auch  bei  ruhenden  Dingen.  Nehme 
ich  eine  Orangenschale  und  drücke  beispielsweise  ihre 
ätherischen  öle  auf  ein  Blatt  Papier,  so  zeigen  mir  die 
entstandenen  Ölflecke  dieselben  unregelmäßigen  Häu- 
fungen der  einzelnen  Tröpfchen,  die  hier  vielfach  zusam- 
menfließen, neben  den  großen  Leeren,  wie  beim  syn- 
chronen Nebeneinanderschieben  der  hinauf-  und  hinunter- 
ziehenden Menschen  und  Fuhrwerke,  ein  Bild,  das  mir 
beispielsweise  auch  die  Blätter-Silhouette  einer  Birke  lie- 
fert. Ich  betrachtete  dann  auch  noch  die  Silhouetten  meh- 
rerer Bäume  und  fand  überall  die  Knäuel,  und  zwar  schien 
sich  mir  dabei  die  Möglichkeit  einer  Systematik  zu  zeigen, 
eine  Regelmäßigkeit  in  der  Unregelmäßigkeit  und  damit 
auch  die  Möglichkeit  einer  Erforschung  dieser  hochkom- 
plizierten Erscheinungen.     Kennt  doch  jeder  Botaniker 
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und  Maler  trotz  der  Regellosigkeit  im  einzelnen  das  Sil- 
houettenbild der  verschiedenen  Baumarten.  Das  unregel- 
mäßigste, dem  Zufall  angemessenste  Bild  zeigt  die  ge- 
nannte Birke.  Ziemlich  abgeschlossene,  fast  gerundete 
Knäuel  zeigen  ausländische  Akazien,  die  Robinien  und 
Ebereschen.  In  der  Mitte  zwischen  Akazie  und  Birke  lie- 
gen die  Eschen. 

Auch  anderswo  zeigt  sich  die  Knäuelung;  man  findet  sie 
schlechterdings  überall.  Die  Verteilung  der  aufgeblühten 
Nelken  oder  Kartoffelstauden  in  einem  eben  zur  Blüte  ge- 
langenden Nelkenbeete  oder  Kartoffelacker  zeigt  sie,  eben- 
so die  Verteilung  der  Gänseblümchen  auf  einem  Rasen: 
überall  dieselben  Häufungen.  Auch  hier  ist  es  gleichgül- 
tig, ob  wir  ihre  Ursachen,  wie  bei  den  Städtebildungen 
kennen  oder  zu  kennen  glauben,  oder  ob  wir  den  Zufall  als 
Spiritus  rektor  anzunehmen  genötigt  sind.  Blicken  wir  end- 
lich in  den  Weltraum,  so  treten  vor  uns  nicht  nur  die  regel- 
mäßigen und  dichten  Knäuel  der  Planeten,  Monde  und  Son- 
nen, die  selbst  wieder  zu  einzelnen  Systemen  zusammen- 
gedrängt sind,  sondern  auch  unter  den  Verteilungen  der 
Sterngruppen  begegnen  wir  Anhäufungen,  denen  ausge- 
dehnte Lücken  entgegenstehen.  Nehmen  wir  das  Fern- 
rohr zu  Hilfe,  um  einzelne  Sterngruppen  aufzulösen,  so 
finden  wir  uns  neuen  Gruppierungen  gegenübergestellt, 
wie  wir  es  analog  bei  Betrachtung  der  Vorübergänge  nach 
Vb  Minute  und  hernach  nach  einzelnen  Sekunden  erfahren 
hatten.  Die  Erde  selbst  enthält  wieder  neue  Komplexe, 
nicht  nur  in  den  auf  ihr  auftretenden  Dingen  und  Gescheh- 
nissen, sondern  auch  in  rein  materieller  Hinsicht  geht  die 
Komplexbildung  durch  die  Molekülkomplexe  hindurch  bis 
zu  den  Atomkomplexen  (den  Molekülen)  und  den  Korn- 
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plexen  in  den  Atomen  selbst.  So  scheinbar  verschiedenen 
Ursprungs  diese  Zusammenballungen  sind,  die  Erschei- 
nung selbst  ist  überall  anzutreffen.  Ich  glaube  daher  eini- 
germaßen berechtigt  zu  sein,  von  einer  allgemeinen  Natur- 
erscheinung sprechen  zu  dürfen  und  möchte  sie  die  Er- 
scheinung von  der  durchgängig  auftre- 
tenden Knäuelung  bezeichnen.  Sie  zeigt  sich  so- 
wohl in  der  Richtung  der  Koordination,  wie  in  der  der 
Über-  und  Unterordnung. 

Es  erhebt  sich  nun  die  Frage  nach  der  Ursache.  Wenn 
wir  uns  nach  einem  Blick  auf  das  Diagramm  der  Laden- 
besuche oder  Vorübergänge  fragen:  Was  sind  das  für 
Häufungen  mit  den  Lücken  dazwischen?,  so  müssen  wir 
uns  sagen,  das  sind  Verdichtungen  und  Verdünnungen, 
das  Bild  von  unregelmäßigen  Longitudinalwellen.  Machen 
wir  uns  ferner  ein  Diagramm  von  aufeinanderfolgenden 
Kopf-Wappen-Würfen,  tragen  auf  der  Abszissenachse  die 
Anzahl  der  reinen  Gruppen  auf,  auf  der  Ordinatenachse 
deren  Wurfzahl,  wobei  die  Wappenwürfe  im  positiven,  die 
Kopfwürfe  im  negativen  Sinne  genommen  werden,  so  ha- 
ben wir  gleichfalls  ein  Bild  von  Wellen,  und  zwar  na- 
türlich Transversalwellen.  (Siehe  Tafel!)  Einstweilen 
sind  diese  Diagramme  nicht  mehr  als  Bilder  und  verwert- 
bar zunächst  nur  insofern,  als  sie  den  Gedanken  nahe- 
legen, daß  die  Ursache  der  Knäuelung  und  gleichzeitig 
auch  des  sonderbaren  Ausgleiches,  der  bei  den  Zufall- 
spielen und  verwandten  Dingen  statt  hat,  ein  in  den  be- 
treffenden Geschehnissen  auftretender  Rhythmus  ist. 
Würde  sich  dies  bewahrheiten,  so  wäre  endlich  die  phy- 
sische Ursache  des  vielfach  für  nahezu  mystisch  gehal- 
tenen Ausgleichs  gefunden.  Jedenfalls  wären  diese  Rhyth- 
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men  wegen  ihrer  Unregelmäßigkeit  solche  von  hoher 
Komplikation.  Das  führt  auf  den  weiteren  Gedanken,  ob 
sich  durch  fortgesetzte  Wegnahme  der  einzelnen  mitwir- 
kenden Umstände  eine  Vereinfachung  des  Bildes  erreichen 
ließe.  Tritt  dies  ein,  so  ist  wenigstens  ein  nicht  unerheb- 
licher Wahrscheinlichkeitsbeweis  hierfür  da.  Eine  Stütze 
für  diese  Ansicht  bietet  übrigens  auch  der  Umstand,  daß 
die  Bewegungen  des  Menschen,  der  im  Herbeiführen  der 
Resultate  bei  den  Zufallspielen  die  Hauptrolle  spielt,  viele 
Rhythmen  (des  Herzens,  der  Ermüdung  und  Kräftigung 
usw.)  enthalten.  Ich  zerlegte  also  den  beim  Kopf-Wappen- 
wurf, welches  Spiel  ich  wegen  seiner  relativen  Einfach- 
heit wählte,  in  Betracht  kommenden  Bewegungskomplex 
in  seine  Bestandteile  und  suchte  dann  die  in  ihrer  Eigen- 
art und  durch  sukzessives  Einführen  in  den  Gesamtkom- 
plex in  ihrer  Wirkung  kennen  zu  lernen.  Ich  sah  jedoch, 
daß  ohne  Apparate  scharfe  Bilder  nicht  zu  bekommen 
sind,  ein  Umstand,  der  besonders  bei  der  Zusammen- 
setzung seine  Mißlichkeit  fühlbar  machte.  Ohne  Apparate 
ist  ein  vollständiges  Ausschließen  der  nicht  gewünschten 
Bewegungen  nicht  möglich,  und  ich  muß  mich  leider  damit 
begnügen,  stellenweise  bloße  Umrisse  vorzuführen.  Die 
beim  Kopf-Wappenspiel  das  Endergebnis  bewirkenden  Be- 
wegungen sind:  1.  Das  Hineingeben  der  Münze  in  den 
Becher.  2.  das  Schütteln,  3.  das  Schwanken  der  Fallhöhe, 
4.  die  Neigung  des  Bechers.  Es  wurden  infolgedessen 
Würfe  ausgeführt: 

1.   bei  gebundener  Fallhöhe,  aufgehobenem  Schütteln,  ge- 
bundenem Hineingeben    der    Münze    (die    geworfene 
Seite  nach  oben  gekehrt)  und  gebundener  Neigung: 
a)  bei  niederer  Fallhöhe, 
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b)  bei  höherer  Fallhöhe. 

2.  Gebundene  Fallhöhe  und  Becherneigung,  freies  Hinein- 
gehen der  Münze  mit  Schütteln. 

3.  Gebundenes  Hineingehen  der  Münze,  kein  Schütteln, 
gebundene  Neigung  des  Bechers,  freie  Fallhöhe. 

4.  Gebundenes  Hineingeben  der  Münze  (wie  oben)  ohne 
Schütteln,  freie  Fallhöhe  und  Becherneigung. 

5.  Alles  frei. 

Ergebnisse.  Ad.  1.  Bei  a)  trat  mit  wenigen,  offenbar 
durch  das  nicht  völlig  ausgeschlossene  Schwanken  der 
Becherneigung  verursachten  Ausnahmen  ein  regelmäßiger 
Wechsel  des  Resultates  ein,  bei  b)  konstante  Gleich- 
mäßigkeit. Nebenversuche  zeigten,  daß  eine  Veränderung 
der  Fallhöhe  innerhalb  nicht  zu  enger  Grenzen  eine  Ände- 
rung, sei  es  des  konstanten  Wechsels  oder  der  Gleich- 
mäßigkeit, nicht  zur  Folge  hat. 

Ad.  2.  Auftreten  der  kleineren  Sequenzen  von  2  und  3, 
die  weitaus  vorherrschen,  während  die  höheren  ganz 
fehlen. 

Ad.  3.  Zurücktreten  der  kleineren  Gruppen  von  1  und  2 
(36  statt  56,  bzw.  19  statt  28  bei  222  *)  Würfen),  Überwie- 


*)  Es  wäre  vielleicht  eine  größere  Anzahl  Würfe  wünschens- 
wert. Aber  bei  einer  größeren  Versuchszahl  tritt  unter  den 
beschränkten  Versuchsbedingungen  leicht  Ermüdung  ein.  Exak- 
tere Versuche  sind  daher  Apparaten  vorbehalten.  Übrigens 
geben  bei  zwei  gleichmöglichen  Fällen  2  —  300  Würfe  im  all- 
gemeinen genügend  scharfe  Resultate.  Zwei  weitere  Versuchs- 
reihen nach  Anordnung  3  zu  371  und  429  Würfen  bestätigen  zudem 
das  Bild;  die  Marbesche  Verhältniszahl  ist  in  beiden  Reihen  für 
die  Sequenz  1=2 '36  (l'84),  für  2  =  2 '9  (2-7),  für  3  =  1*91 
(1'8),  für  4  =  1*15  (0*59),  für  5  =  0*64  (0*93),  für 
6  =  0*36  (1  *07),  für  7  =  0*46  (0*4),  für  8  =  0*35  (0"  13),  für 
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gen  der  Sequenzen  von  5  an  (bei  5  statt  4  deren  6,  bei  6 
deren  5  statt  2,  dann  noch  je  eine  Sequenz  von  7  und  12; 
das  Marbe'sche  Verhältnis  der  wirklichen  Anzahl  zur 
wahrscheinlichen  ist  mithin  für  Gruppe  1  =  1  "  5,  für 
2  =  1  •  47,  für  3  =  0  •  93,  für  4  =  1,  für  5  =  0  •  6,  für 
6  =  0  •  4,  für  7  =  1,  für  12  =  0-  03). 

Ad  4.  Die  Anzahl  der  kleinen  Gruppen  nahm  zu,  die  der 
großen  Sequenzen  ab.  Das  Verhältnis  der  wirklichen  An- 
zahl zur  wahrscheinlichen  ist  für  1  =  1  •  06,  für  2  =  0  •  98, 
für  3  =  1  •  54,  für  4  =  0  •  92,  für  5  =  0  •  51,  für  6  =  0*  55. 
Die  großen  Gruppen  überwiegen  also  noch  immer.  Dieser 
Versuch  wurde,  um  die  übrigen  Verhältnisse  möglichst 
gleich  zu  haben,  unmittelbar  anschließend  an  den  vorigen 
gemacht. 

Diese  zwei  letzten  Kombinationen  erscheinen  mir  zum 
Studium  des  menschlichen  Rhythmus,  insoweit  er  für  die 
Zufallspiele  in  Betracht  kommt,  besonders  geeignet.  Die 
Selbstbeobachtung  sagt  deutlich,  daß  man  eine  Zeitlang 
eine  gewisse  gleichmäßige  Geschicklichkeit  bekommt,  die 
dann  plötzlich  nachläßt,  was  einen  oder  mehrere  ungleich- 
sinnige Würfe  zur  Folge  hat.  Ist  die  Schwankung  nur  in 
einer  Bewegungsart  möglich,  wie  in  3.  bei  der  Fall- 
höhe, so  ist  die  Wirkung  der  Ermüdung  nicht  so  groß:  die 


9  =  0 '13  (0'13),  für  10  =  0  '2  (-),  für  11  =  —  (O'l),  für 
12  =  0'05  (— ),  für  15  =  —  (0*06),  für  16  =  -  (0*003),  für 
18  =  0' 0008  (— ).  —Als  weitere  Beobachtung  für  den  Verlauf 
des  K-W-Spieles  sei  angeführt,  daß  in  70%  der  Versuchsreihen 
die  größte  Sequenz  sich  unter  den  ersten  80  Würfen  befand. 
Unter  den  beschränkten  V-Bedingungen  stieg  sie  auf  18,  sonst 
schwankte  sie  zwischen  9  und  11.  Doch  wird  es  vielleicht 
bei  anderen  V-Personen  anders  sein- 
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ungleichsinnigen  Würfe  stehen  vereinzelt,  ist  sie  in  zweien 
ausdrückbar,  wie  bei  4,  so  häufen  sie  sich. 

Ferner  glaubte  ich  hierbei  außerdem  zu  beobachten, 
daß  die  Amplituden  der  Geschicklichkeit,  um  einen  vor- 
läufigen Namen  einzuführen,  im  Laufe  des  Versuchs  stei- 
gende und  fallende  Werte  zeigen.  So  folgen  in  3.  nach- 
einander die  Gruppen:  1,  2,  3,  4;  1,  3,  4,  6;  6,  4,  3,  2,  1 ; 
1,  3,  6,  2,  2,  3,  1;  1,  2,  4,  5,  3,  2;  1,  2,  5;  2,  3,  4,  2;  1,  3,  6. 
In  4.:  1,  2,  5,  1;  1,  2,  3,  1;  1,  ,2,  5,  1;  1,4,2,  1,  1,2,7,6, 
2, 1 ;  1,  5,  4,  2,  4, 1 ;  1,  3,  2,  5,  6,  4,  2, 1 ;  1,  3,  4,  3.  Im  1.  Falle 
nahe,  im  2.  mehr  als  die  Hälfte  der  Würfe  enthaltend. 
Diese  Erscheinung  dürfte  für  die  Physik  der  Zufallspiele 
von  erheblicher  Bedeutung  sein  und  es  dürfte  sich  der 
Mühe  lohnen,  sie  an  der  Hand  eines  hierzu  konstruierten 
Apparates  einer  schärferen  Beobachtung  zu  unterziehen. 

Es  könnte  nun  einer,  von  anderen  Gedankengängen  ein- 
genommen, vielleicht  sagen,  die  größere  Anzahl  der  hohen 
Sequenzen  sei  nur  die  natürliche  Folge  der  Versuchsbe- 
dingungen; wird  die  Münze  immer  gleichsinnig  mit  dem 
vorausgegangenen  Wurfe  hineingelegt,  so  seien  hohe  Se- 
quenzen von  vornherein  zu  erwarten.  Dem  ist  zu  entgeg- 
nen, daß  zum  Studium  des  Charakters  einer  bestimmten 
Bewegung  die  Ausschaltung  der  übrigen  unumgängliche 
Voraussetzung  ist.  Eine  größere  Anzahl  hoher  Sequenzen 
ist  übrigens  durchaus  nicht  die  natürliche  Folge  der  Ver- 
suchsbedingungen. Dies  zeigt  eine  Versuchsreihe  von 
mehr  als  200  Würfen,  die  ich  einmal  nach  den  Be- 
dingungen in  4.  in  ermüdetem  Zustand  ausführte.  Statt 
der  erwarteten  großen  Sequenzen  trat  diesmal  das  Ge- 
genteil ein:  nach  2,  höchstens  3  gleichsinnigen  Würfen 
entstand   gewöhnlich   ein   doppelter   Wechsel,   also   eine 
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Gruppe  von  1,  so  daß  für  das  Gesamtbild  folgender 
Ausschnitt  charakteristisch  ist:  3,  1,  2,  2,  1,  2,  1,  3,  1,  2,  1, 
1,  2,  2, 1.  Es  zeigt  sich  eben  bloß  der  jeweilige  Bewegungs- 
charakter. 

Es  entsteht  nun  die  Frage,  wie  verhält  sich  zu  den  bei- 
den Fällen  des  jeweiligen  Vorherrschens  der  großen  oder 
der  kleinen  Sequenzen  die  Einführung  der  3.  freien  Be- 
wegung und  damit  der  völligen  Freiheit,  d.  i.  des  Schüt- 
teins bei  beliebigem  Hineingehen  der  Münze?  Herrschten 
früher  die  großen  Sequenzen  vor,  so  ist  als  Wirkung  de- 
ren Verkleinerung  zu  erwarten,  tritt  aber  beim  früheren 
Voherrschen  der  kleinen  Sequenzen  deren  Vergröße- 
rung ein?  Zu  diesem  Zwecke  führte  ich  im  sofortigen  An- 
schluß an  die  Versuchsreihe  mit  den  kleinen  Sequenzen, 
also  in  der  gleichen  körperlichen  Verfassung,  eine  zweite 
Versuchsreihe  gleicher  Größe  aus,  und  die  Gruppenver- 
teilungen waren  wieder  annähernd  die  von  der  Theorie 
geforderten  wie  bei  der  Versuchsanordnung  5.  Die  Erklä- 
rung hierfür  versuche  ich  später  zu  geben.  Bei  Versuchs- 
anordnung 

5.  also  bestehen  annähernd  die  von  der  WTheorie  ge- 
forderten Verhältnisse.  Zu  diesem  Zwecke  wurden  über- 
dies neben  den  auf  der  Tafel  wiedergegebenen  754  Wür- 
fen noch  eigens  mehr  als  1000  Würfe  ausgeführt.  Ich 
gebrauchte  den  Ausdruck:  annähernd;  denn  auch  hier 
zeigen  sich  Abweichungen,  die  wegen  ihrer  Kleinheit  aller- 
dings sich  erst  bei  großen  Versuchsreihen  zeigen.  Hier- 
her gehörte  natürlich  der  Streit  um  den  p-Wert  Marbes; 
dessen  Erörterung  sei  jedoch  auf  später  verschoben.  Es 
erhebt  sich  aber  die  Frage,  ob  sich  nicht  andere  Dinge 
zeigen,  die  mit  dem  p-Wert  zusammenhängen.    So  wies 
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Marbe  seinerzeit  darauf  hin,  daß  nicht  nur  eine  gewisse 
Sequenzengröße  nicht  mehr  vorkomme  (sie  sind  wenig- 
stens tatsächlich  nie  aufgetreten),  sondern  daß  auch  bei 
den  dem  letzten  aufgetretenen  Wert  vorausgehenden  Se- 
quenzen eine  Abnahme  des  Häufigkeitswertes  gegenüber 
den  Werten  des  Kalküls  zu  konstatieren  ist.  Und  zwar 
reicht  diese  Abnahme,  je  nach  der  Ereignisart,  bis  in  die 
7-Sequenz  zurück.  Diese  Erscheinung  zeigen  nicht  nur 
die  von  Marbe  vorgelegten  Tafeln,  sondern  auch  die  von 
seinem  Gegner  Qrünbaum  beigebrachten.  Die  Zählung 
Marbes  ist  nun  allerdings  nicht  einwandfrei;  betrachten 
wir  indes  Tabelle  V  in  Grünbaums  Schrift  (Isolierte  und 
reine  Gruppen,  Würzburg  1904),  wo  eine  Anzahl  Marbe- 
scher  Tabellen  in  bezug  auf  die  höheren  Gruppen  auch 
nach  „isolierten"  Gruppen  (in  der  Grünbaumschen  Termi- 
nologie), also  nach  der  gewöhnlichen  Zählung  zusammen- 
gestellt sind,  so  sehen  wir,  daß  bei  der  12-Sequenz  die 
wirkliche  Anzahl  hinter  der  erwarteten  zurückbleibt,  die 
weiteren  Sequenzen  aber  ganz  ausbleiben.  Gewiß  ist  die 
Wkeit  des  Eintretens  solcher  Sequenzen  keine  hohe,  sie 
bewegt  sich  um  die  Zahl  1,  aber  es  heißt  blind  sein  gegen 
die  Allgemeinheit  dieser  Erscheinung,  wenn  Grünbaum 
trotzdem  glaubt,  „die  Ergebnisse  der  Wkeit  befinden  sich 
in  völliger  Übereinstimmung  mit  den  Tatsachen  der  Wirk- 
lichkeit". Addieren  wir  die  WWerte  bei  den  einzelnen 
Versuchsreihen,  so  ist  die  theoretische  Wkeit  für  die  12- 
Sequenz  71  gegenüber  5,  für  die  T3-Gruppe  3*4  gegen- 
über 0,  für  die  14-Gruppe  17  gegenüber  0.  Macht  man 
nur  kleine  Versuchsreihen,  so  sieht  man,  daß  solche  kleine 
WWerte  von  der  Wirklichkeit  schon  berücksichtigt  wer- 
den, eben  weil  sie  dann  für  kleinere  Sequenzen  gelten,  die 

15 
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noch  in  ihrem  Bereiche  liegen.  Also  die  hohen  Sequenzen 
erscheinen  seltener.  Das  muß  zur  Folge  haben,  daß 
die  Sequenzen  niederen  Grades,  oder  bestimmte  Se- 
quenzen niederen  Grades,  häufiger  vorkommen,  als  nach 
der  Theorie.  Diejenige  Sequenz,  welche  am  häufigsten 
auftritt  und  um  die  herum  sich  die  von  größerer  als  nor- 
maler Häufigkeit  zusammendrängen,  möchte  ich  in  Rück- 
sicht auf  den  Zusammenhang  mit  dem  /7-Wert  den  o-Wert 
nennen.  In  vielen  Fällen  scheint  es  die  5-Sequenz  zu 
sein.*) 

In  groben  Umrissen,  mehr  konnte  ich  leider  nicht  geben, 
zeigte  sich  also  beim  subtraktiven  Verfahren  tatsächlich 
eine  Vereinfachung  des  Verlaufes  und  das  Bild  wurde  faß- 
barer. Es  würde  sich  jetzt  darum  handeln,  das  gegen- 
teilige Verfahren  einzuschlagen  und  das  Kopf- Wappen- 
spiel aus  regelmäßigen  Rhythmen  in  der  Weise  aufzu- 
bauen, daß  dieselben  anscheinend  regellosen  Verhältnisse 
auftreten,  wie  wir  sie  bei  diesem  Spiel  zu  beobachten  pfle- 
gen. Die  Konstruktion  eines  solchen  Apparates  liegt  kei- 
neswegs außerhalb  des  Bereichs  der  Möglichkeit;  mir 
fehlte  indes  die  Gelegenheit  dazu.  Es  sei  deshalb  ein  Er- 
satz-Beweis gebracht,  der  es  gleichzeitig  gestattet,  noch 
andere  Geschehnisse  und  Erscheinungen  in  den  Kreis  der 
Betrachtung  zu  ziehen. 

Es  soll  in  zwei  Teile  zerfallen.    Einmal  sei  zu  zeigen 


*)  So  fand  ich  bei  1000  Würfen  Kopf- Wappen  die  5-Sequenz 
als  diese,  von  den  4  Tabellen  Grünbaums  ist  sie  es  in  3  Fällen, 
und  im  4.  Falle  steht  sie  unmittelbar  nach  der  6.  Sequenz  als 
zweithäufigste.  Auch  in  der  von  Czuber  mitgeteilten  Tafel 
Marbes  ist  es  die  5-Sequenz.  Übrigens  wird  das  auch  von  der 
Art  der  Zufallsmaterie  abhängig  sein. 
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versucht,  daß  bei  vielen,  den  Zufallscharakter  tragenden 
Erscheinungen,  nicht  nur  bei  den  bereits  erwähnten,  son- 
dern auch  bei  noch  nicht  angeführten  —  so  gehören  die 
Urlisten  sämtlicher  Gegenstände  der  Kollektivmaßlehre 
hierher  —  Rhythmen  als  deren  Bestandteile  festzustellen 
sind,  deren  Eigenart  und  Komplikation  sie  diesen  Charak- 
ter zu  verdanken  haben.  Zweitens  soll  gezeigt  werden, 
wie  aus  durchaus  regelmäßigen  Rhythmen  sich  völlig  ein- 
wandfreie Zufallspiele  aufbauen  lassen.  Das  Moment  des 
Ersatzes  besteht  also  schließlich  nur  darin,  daß  an  Stelle 
des  Kopf-Wappenspieles  andere  treten,  was  wohl  keines- 
wegs von  Belang  ist. 

Beim  Ladenbesuch  haben  wir  sicher  Rhythmen;  ob  die 
Wellenlänge  eine  genau  gleiche  ist,  ist  ja  wohl  eine  Frage. 
Aber  weitaus  die  meisten  Menschen  haben  ihre  tägliche 
Arbeit  und  Gang  in  hohem  Maße  geregelt.  Man  kauft 
sagen  wir  um  9  Uhr  vormittags  ein  oder  um  4  Uhr  nach- 
mittags, das  Kaufbedürfnis  für  bestimmte  Artikel  ist 
gleichfalls  annähernd  einer  Periodizität  unterworfen:  man 
kauft  für  die  Sonntage  andere  Speisen,  als  für  die  übrigen 
Wochentage,  nach  einer  bestimmten  Anzahl  Wochen 
braucht  man  wieder  Schuhe  und  Seife  usw.  Die  Phasen 
dieser  Rhythmen  sind  bei  den  einzelnen  Menschen  gegen- 
einander verschieden,  so  daß  der  eine  seine  Gänge  zu 
einer  etwas  anderen  Zeit  macht,  zu  einer  anderen  die  ent- 
sprechenden Kaufbedürfnisse  fühlt;  auch  die  Wellenlängen 
dürften  bei  den  verschiedenen  Personen  stellenweise  ver- 
schieden sein.  Die  Ähnlichkeit  dieser  Urteilsmaterie  mit 
denen  von  der  WTheorie  behandelten,  sowie  ihre  Fähig- 
keit, sich  nach  ihr  behandeln  zu  lassen,  habe  ich  seinerzeit 
dargetan.    Es  lassen  sich  also  auch  hier  die  bekannten 

15* 
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diffizilen  Fragen  erheben.  So  existiert  hier  ganz  bestimmt 
ein  /7-Wert.  Es  ist  die  größte  Anzahl  Menschen,  die  wäh- 
rend der  als  Einheit  angenommenen  Zeitstrecke,  also  hier 
einer  Minute,  den  Laden  betritt.  Ist  die  Wkeit  des  Be- 
suches pro  Minute  mit  —  angesetzt,  so  ist  die  Wkeit  z.  B. 
o 

eines  neunmaligen  Besuches  während  dieser  Zeit  =  ^. 

Die  Erfahrung  aus  dem  täglichen  Leben  ist  hinreichend 
groß,  um  sagen  zu  können,  der  Höchstwert  wird  unter 
Umständen,  je  nach  dem  Charakter  des  Geschäfts,  sehr 
rasch  erreicht  sein.  Für  manche  Warengattung  ist  es  viel- 
leicht schon  die  genannte  Zahl. 

Nebenher  sei  hier  noch  auf  einen  Widerspruch  mit  der 
WTheorie  aufmerksam  gemacht.  Es  ist  ungleich  wahr- 
scheinlicher, daß  3  Besucher  während  einer  Minute  er- 
scheinen, als  180  in  einer  Stunde.  Der  Widerspruch 
kommt  daher,  daß  der  gesunde  Menschenverstand  mit 
der  bei  den  Zufallsereignissen  auftretenden  Detail- 
erscheinung der  Knäuelung  bereits  vertraut  ist,  während 
die  Theorie  davon  nicht  Notiz  nimmt. 

Bei  den  Vorüberübergängen  ist  für  die  beobachtete 
Straße,  der  Rennweg  in  Insbruck,  der  p-Wert  außerordent- 
lich hoch.  Während  der  Jahrhundertfeier  im  vergange- 
nen Jahre  dürfte  die  Anzahl  der  vorüberziehenden  Men- 
schen für  längere  Zeit  wohl  nur  durch  die  Gehgeschwin- 
digkeit und  das  Fassungsvermögen  der  Straße  begrenzt 
gewesen  sein. 

Nun  sei  eine  Einteilung  gemacht:  es  gibt  lebende  und 
erstarrte  Rhythmen.  Als  erstarrte  fallen  vor  allem  in 
die  Augen  die  Gebirgszüge   mit   den   Phaenomenen   der 
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Berge  und  Täler,  von  denen  die  Bezeichnung  für  die  Er- 
scheinungen der  Wellenbewegung  genommen  wurde.  Der 
Umriß  eines  solchen  Gebirges  —  ich  schaue  gerade  gegen 
die  bekannte  Innsbrucker  Nordkette  —  zeigt  dasselbe  un- 
regelmäßige Zickzack,  das  das  Diagramm  des  Kopf- 
Wappenspieles  aufweist:  die  Reihen  kleiner  Spitzen,  ab- 
gelöst von  großen  Einsenkungen  und  Erhebungen  unregel- 
mäßiger Art.  Auch  die  Bäume  sind  unter  die  erstarrten 
Rhythmen  zu  rechnen:  die  Bezeichnungen  „gegenstän- 
dig", „wechselständig",  „quirlständig",  „x-reihig"  sind  zu 
bekannt,  um  ihren  Sinn  noch  ausführlicher  zu  erklären. 
Der  Rhythmus  ist  bei  den  einzelnen  Arten  und  deren  Be- 
standteilen eben  ein  verschiedener  und  verschieden  ist 
auch  die  Zusammensetzung  und  Komplikation.  Die  Wel- 
len, welche  der  Schattenriß  der  Rottanne  zeigt,  steigen 
steil  an  und  fallen  langsam  ab;  sie  sind  ziemlich  regel- 
mäßig. Von  den  Nadelhölzern  hat  dieSilhouttte  der  Lärche 
(jüngere  Expl.)  am  meisten  den  Charakter  einer  zufälli- 
gen Aneinanderklecksung  der  einzelnen  Schattenflecke, 
und  bei  ihr  läßt  sich  deutlich  feststellen,  daß  es  die  höhere 
Komplikation  des  Rhythmusses  ist,  die  ihrer  Silhouette 
im  Gegensatz  zu  der  der  Rottanne  den  Zufallcharakter  ver- 
leiht. Bei  der  Rottanne  stehen  die  Blätter  einzeln  auf 
den  Zweigen,  bei  der  Lärche  aber  in  regelmäßigen  Ab- 
ständen gebüschelt.  Es  ist  also  ein  Rhythmus  mehr,  und 
da  der  übrige  Bau  der  gleiche  ist,  wird  dieses  Moment  als 
Ursache  anzusprechen  sein.  Dieselbe  Feststellung  läßt 
sich  bei  Ästen  der  Birke  machen.  Der  Schattenriß  eines 
einzigen  Astes  läßt  noch  keinen  sonderlich  großen 
Mangel  an  Gleichmäßigkeit  erkennen;  bei  Übereinander- 
legung von  drei  Ästen  trägt  die  Aneinanderreihung  der 
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Schattenfiecke  bereits  durchaus  den  Charakter  der  Zu- 
fälligkeit, die  Form  des  Schattenrisses  ist  ohne  jede 
Gleichmäßigkeit.  —  Nun  ein  Gegenstand  aus  der  Kollek- 
tivmaßlehre: die  Geburtenziffer.  Das  Verhältnis  der 
Knabengeburten  zu  den  Mädchengeburten  zeigt  das  be- 

kannte  Verhältnis  j~~.   Laemmel  hat  in  seiner  mehrfach 

genannten  Schrift  eine  Aufzeichnung  der  Knaben-  und 
Mädchengeburten  in  der  Schweiz  von  einer  Reihe  von 
Jahren  gebracht:  der  darin  zutage  tretende  Rhythmus 
ist  unverkennbar,  die  Gleichgewichtslage  bildet  das  ge- 
nannte Verhältnis.*) 


*)  An  dieser  Stelle  muß  noch  der  Polemik  Qrünbaums  gegen 
die  naturphilosophischen  Deduktionen  Marbes  gedacht  werden. 
Er  wendet  sich  gegen  die  auch  in  dieser  Schrift  (3.  Kap.  S.  119) 
zitierten  Sätze  Marbes  des  Inhaltes,  daß  sich  bei  den  Zufall- 
spielen die  menschlichen  Tätigkeiten  des  Schütteins,  Werfens 
usw.  um  einen  gewissen  sich  herausbildenden  Typus  beständig 
variierend  gruppieren,  was  eine  dauernde  Begünstigung  eines 
Wurfresultates  ausschließt  und  mithin  einen  p-Wert  zur  Folge 
haben  muß;  niemand  mache  einen  Bewegungskomplex  hun- 
dertmal nacheinander  in  derselben  Weise.  Grünbaum  glaubt 
nun  in  seinen  Tabellen  eine  Elementenfolge  anzuführen,  wo 
von  dem  Vorhandensein  eines  Typus,  um  den  menschliche  Tä- 
tigkeiten variieren,  nicht  gesprochen  werden  kann,  nämlich  ob 
die  Geburtstage  von  Schülern  in  einem  alphabetisch  geordne- 
ten Verzeichnis  eine  gerade  oder  ungerade  Monatszahl  tragen. 
Gewiß,  bei  oberflächlicher  Betrachtung  ist  zunächst  nichts  von 
einer  menschlichen  Tätigkeit,  die  um  einen  Typus  variiert,  zu 
beobachten.  Aber  die  Verwandtschaft  dieser  Elementenfolge 
mit  den  andern  Materien  der  WLehre  ist  leicht  zu  zeigen.  Auch 
hier  haben  wir  Rhythmen,  zunächst  die  regelmäßige  Abwechs- 
lung der  geraden  und  ungeraden  Tage,  dann  aber  die  Rhythmen 
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Es  folge  ein  Beispiel  aus  der  Welt  des  Kleinen,  der 
Atome  und  ihrer  Komplexe  verschiedenen  Grades.  Dieses 
Beispiel  dürfte  aus  dem  Grunde  vielleicht  eine  größere 
Wichtigkeit  beanspruchen,  weil  es  nicht  ausgeschlossen 
ist,  daß  sehr  viele  Bewegungen  auf  die  Bewegunng  der 
Atome  als  letzte  Grundlage  oder  Ursache  zurückgehen. 
In  das  Studium  der  Bewegungen  der  Komplexe  der  Mole- 
küle, die  ja  wieder  nur  solche  der  Atome  sind,  hat  die  Er- 
findung des  Ultramikroskopes  größeres  Licht  gebracht. 
Je  größer  die  Komplexe  sind,  desto  unregelmäßiger  wer- 
den ihre  nach  Brown  benannten  Bewegungen  und  zeigen 
hierbei  die  Erscheinung  der  Häufungen.  Zsigmondy  bringt 
in  seinem  Werke  „Zur  Erkenntnis  der  Kolloide"  (1905)  auf 
Tafel  II  eine  annähernde  Zeichnung  und  schreibt  S.  109 
hierüber:  „Die  Bewegung  ist  bei  Goldkörperchen  derart, 
daß  ein  lebhaft  bewegtes  Goldteilchen  nach  einer  Reihe 
sehr   rasch   ausgeführter   Zickzackbewegungen   das   er- 


der Zeugung  und  Schwangerschaften.  Graphisch  läßt  sich  dies 
durch  Auftragen  von  Punktreihen  auf  einer  gleichmäßig  quer- 
gestreiften Linie  zur  Darstellung  bringen.  Da  die  Perioden 
der  Zeugung  und  Geburten  in  bezug  auf  das  Ausmaß  zweier 
Tage  bei  den  Menschen  von  ausreichender  Verschiedenheit 
sind,  so  werden  nicht  viel  Punktreihen  nötig  sein,  damit  der 
Abstand  zweier  Punkte  kleiner  als  ein  gerades  und  größer  als 
ein  ungerades  Vielfaches  einer  Streifenbreite  ist.  Hiermit 
ist  aber  die  reine  Gruppe  schon  zu  Ende.  Es  würde  uns  denn 
auch  sonderbar  erscheinen,  wenn  die  Kinder  nur  an  den,  sagen 
wir  ungeraden  Tagen,  zur  Welt  kämen.  Das  erklären  wir  für 
faktisch  unmöglich,  was  nichts  anderes  heißt,  als  die  Existenz 
eines  p-Wertes  auch  für  diese  Art  von  „Ereignissen"  zu  be- 
haupten. Die  alphabetische  Anordnung  der  Schüler  kann  daran 
nichts  ändern;  ist  ein  gerades  Geburtstagdatum  vorhanden,  so 
wird  auch  hier  die  reine  Gruppe  oder  Sequenz  zerrissen. 
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leuchtete  Gesichtsfeld  durcheilt,  fast  als  ob  es  ein  leben- 
des Wesen  wäre  und  verschwindet."  Sind  die  Teilchen 
kleiner,  so  zeigen  sie  „eine  kombinierte  Bewegung,  zu- 
sammengesetzt aus  einer  Translationsbewegung  und  einer 
oscillatorischen  Bewegung  von  erheblich  kürzerer  Pe- 
riode, wobei  die  Möglichkeit  eines  Vorhandenseins  einer 
Oscillation  höherer  Ordnung  und  kleinerer  Amplitude 
zwar  nicht  festzustellen,  aber  wahrscheinlich  ist". 
(S.  107.)  Man  vermutet,  daß  diese  Brownschen  Be- 
wegungen das  Ergebnis  der  zusammengesetzten  Atom- 
bewegungen sind.*)  Ebenso,  glaube  ich,  ist  der  Gedanke 
nicht  von  der  Hand  zu  weisen,  daß  die  Bewegungen  der 
kleinsten  Lebewesen,  der  Bakterien,  die  ja  an  Größe 
manchmal  vor  den  Kolloidkörperchen  wenig  oder  nichts 
voraushaben,  oder  der  Blutkörperchen  auf  die  Atombe- 
wegungen zurückgehen. 

Als  Übergang  zum  zweiten  Teil  des  Beweises  seien 
zwei  Beispiele  gebracht,  wo  der  rhythmische  Charakter 
offen  zutage  liegt.  Das  erste  ist  die  Bewegung  der  Was- 
sermassen eines  Flusses.  Niemand  wird  den  rhythmi- 
schen Charakter  seiner  Bewegung  anzweifeln.  Und  nun 
sei  untersucht,  ob  diese  Bewegung  auch  die  Charakter- 
züge des  Zufalls  trägt.  Es  sei  deshalb  eine  Art  Limnigraph 
konstruiert:  auf  dem  Wasser  sei  ein  Schwimmerchen. 
Das  stehe  derart  mit  einem  Zeiger  in  Verbindung,  daß 
dieser  die  Bewegung  des  Schwimmerchens  in  seiner  Größe 
genau,  aber  nur  in  vertikaler  Richtung,  widergibt.  Vor 
dem  Zeiger  befinden  sich  Beschauer,  die  nur  ihn.  aber 


*)  Wenigstens  hat  J.  Perrin  nachgewiesen,  daß  die  B.schen 
Bewegungen  gleicher  Art  mit  der  der  Moleküle  sind. 
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nicht  das  Wasser  sehen.  Nun  denken  wir  uns  die  Bewe- 
gung in  dem  Maße  verlangsamt  oder  die  geistige  Reg- 
samkeit der  Beschauer  erhöht,  daß  letztere  während  der 
Zeit,  die  der  Zeiger  zum  Durchlaufen  eines  Zentimeters 
benötigt,  Wetten  darüber  anstellen  können,  ob  der  näch- 
ste Zentimeter  Bewegung  im  positiven  oder  negativen 
Sinne  verlaufen  werde.  Nach  der  Betrachtung  der  fak- 
tischen Bewegung  des  Flußwassers  mit  seinen  wenigen 
großen,  vielen  mittleren  und  vielen,  vielen  kleinen  und 
kleinsten  Wellen  wird  jeder  zugeben,  daß  dies  ein  veri- 
tables  Zufallspiel  ist.  Man  steht  vor  der  gleichen  Unmög- 
lichkeit, die  nächste  Bewegung  des  Zeigers  vorauszu- 
sagen, wie  bei  jedem  Wurfe  des  Kopf-Wappenspieles, 
oder  wie  beim  Aneroid.  Ein  p-Wert  existiert  hier  sicher: 
es  ist  die  größte  absolute  Höhendifferenz  zweier  benach- 
barter Amplituden.  Ebenso  ist  sicher,  daß  die  Summe  der 
positiven  und  negativen  Bewegungszentimeter  gleich 
oder  nahezu  gleich  0  ist,  und  hiermit  wären  wir  wieder 
bei  der  Aussage  des  Theorems  v.  Bernoulli  angelangt. 
Die  Ursache  des  rätselhaften  Ausgleichs  ist  hier  der 
Rhythmus  und  man  kann  mit  ungleich  größerer  Sicherheit 
darauf  rechnen.  Abweichungen  sind  nur  bis  zur  größten 
Amplitude,  also  der  Summe  der  Amplituden  aller  an  der 
Qesamtbewegung  beteiligten  Wellenzüge  möglich.  Die 
Annäherung  an  den  wahrscheinlichsten  Wert  nimmt  mit 
der  Anzahl  der  „Versuche"  auch  hier  zu,  aber  in  anderer 
Weise;  Abweichungen  um  den  Betrag  der  größten  Am- 
plitude können  stets,  auch  zu  Beginn,  über  ihn  nie  vor- 
kommen. In  allen  jenen  Fällen,  wo  Rhythmus  sicher 
nachzuweisen  ist,  wie  beispielsweise  bei  den  Geburten. 
hat  die  Spekulation  auf  den  Ausgleich  ihre  volle  Berech- 
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tigung  und  Laplace  ist  im  Unrecht,  wenn  er  sich  in  die- 
sem Falle  dagegen  wendet.  Es  ist  schlechterdings  ausge- 
schlossen, daß  bei  einer  gesunden  Bevölkerung  einmal 
lauter  männliche  Geburten  eintreten;  bei  aussterbenden 
Tierrassen,  wie  den  amerikanischen  Bisons,  kommt  es  vor. 
Ein  Zufallspiel  anderer  Gattung  entsteht  auf  nachfol- 
gende Weise:  ich  führe,  ob  mit  der  Hand,  durch  Ver- 
mittlung einer  Kugel,  oder  mit  einem  Bleistift  ist  essentiell 
gleichgültig,  eine  Anzahl  Stöße  aus,  die  auf  einer  in  rote 
und  weiße  Streifen  abwechselnd  geteilten  Fläche  endigen. 
Um  jede  intellektuelle  Beeinflussung  auszuschließen,  ge- 
schehen die  Stöße  mit  verbundenen  Augen.  Es  ist  das 
also  ein  Spiel,  das  auf  demselben  Prinzipe  beruht,  wie 
das  v.  Kriessche  Stoßspiel  und  das  Roulette.  Die  Bewe- 
gung des  Bleistiftes,  gekennzeichnet  durch  die  Enden 
der  einzelnen  Striche,  zeigt  deutlichen  Rhythmus.  (Siehe 
Tafel.)  Die  absoluten  Längen  der  Striche  stehen  mithin 
in  einem  einer  Regel  unterworfenen  Zusammenhange.  Ob 
indes  das  Ende  auf  einem  weißen  oder  roten  Felde  zu  lie- 
gen kommt,  ist  natürlich  die  Folge  der  betreffenden  Stoß- 
länge, aber  der  kausale  Zusammenhang  erhält  für  unse- 
ren Intellekt  einen  neuerlichen  Bruch.  Besteht,  wenig- 
stens ohne  spezielle  Erforschung,  eigentlich  schon  die  Un- 
möglichkeit, vorauszusagen,  ob  der  künftige  Stoß  kürzer 
oder  länger  ist  als  der  vorhergehende  (der  allgemeine 
Charakter  des  Rhythmusses  wird  ja  nicht  gestört,  wenn 
bei  steigender  Stoßlänge  einmal  ein  kürzerer  als  sein  Vor- 
gänger eintritt),  so  ist  die  Schwierigkeit  jetzt  noch  größer 
geworden.  Ich  möchte  Geschehnisse,  die  in  solcher  Weise 
von  einem  andern  abhängen,  Geschehnisse  sekundärer  Art 
nennen,    v.  Kries  glaubt,  es  sei  für  den  Charakter  derar- 
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tiger  Geschehnisse  erforderlich,  daß  schon  nahe  bei- 
einander liegende  Stöße  ein  verschiedenes  Resultat  her- 
vorrufen. Die  Erfahrung  zeigt  indes,  daß  diese  Annahme 
unnötig  ist;  auch  wenn  die  Breite  der  einzelnen  Streifen 
eine  solche  ist,  daß  nahe  beieinander  liegender  Stöße  das- 
selbe Ergebnis  hervorrufen,  so  liegen  die  Resultate  des 
Spieles  durchaus  im  bekannten  Rahmen.  Es  scheinen  so- 
gar auch  bei  den  gebräuchlichen  Zufallspielen  vielfach 
nahe  beieinander  liegende  Bewegungen  dasselbe  Ergebnis 
hervorzurufen  (siehe  die  Bemerkungen  über  den  Einfluß 
der  Fallhöhe  und  die  Konstanz  der  Geschicklichkeit  beim 
Kopf- Wappenspiel).  Immerhin  wäre  möglich,  daß  die 
Größe  der  Streifen  einen  Einfluß  auf  die  Dispersion  aus- 
übt.*) 

Es  handelt  sich  nun  darum,  und  damit  sei  der  zweite 
Teil  des  Beweisverfahrens  angetreten,  wie  entstehen  die 
unregelmäßigen  Rhythmen,  deren  Abklatsch  auf  ein  regel- 
mäßiges Substrat,  wie  es  die  roten  und  weißen  Streifen, 
die  regelmäßig  gebauten  Würfel  und  Münzen  usw.  sind, 
diese  Entrückung  des  Geschehnisses  dem  kausalen  Ein- 
blick zur  Folge  hat?  Die  hohe  Komplikation  allein  reicht 
noch  nicht  aus;  die  zusammengesetzten  Wellen  können 
trotzdem  das  Merkmal  der  Periodizität  (i.  e.  S)  zeigen,  die 
sich  dann  auch  im  sekundären  Geschehnis  ausdrückt.  Die 
Periodizität  fehlt  erst,  wenn  die  Längen  der  interferie- 
renden Wellen  inkommensurabel  sind.  Es  entsteht  also 
aus   regelmäßigen   Rhythmen   ein  Zufallspiel,  wenn  bei- 


*)  So  erhielt  ich  bei  3  Versuchsreihen'eine  etwas  unternormale 
Dispersion.  Die  auf  der  Tafel  wiedergegebene  Reihe  hat  die 
stärkste.  Wurden  die  Striche  von  zwei  Seiten  ausgeführt, 
wurde  die  Dispersion  übernormal. 
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spielsweise  2  Sinuskuren  mit  der  Wellenstärke  V2  und 
V'5  und  der  Phasendifferenz  0  inferierer.  und  dann  be- 
obachtet wird,  ob  die  aufeinanderfolgenden  Amplituden 
einen  weißen  oder  roten  Streifen  des  Papieres  treffen, 
auf  dem  die  Welle  gezeichnet  ist,  oder  die  Enden  von 
Strichen  (Stößen),  die  in  regelmäßigem  Abstand  von  der 
Mittellage  aus  bis  zum  jeweiligen  Punkt  der  Wellenlinie 
gezogen  werden.  Die  Streifen  können  in  verschiedener 
Weise  eingezeichnet  sein,  der  Breite  nach,  oder  der 
Länge  nach,  oder  das  Feld  oberhalb  der  Mittellage  rot, 
das  unterhalb  weiß.  Dies  ist  in  theoretischer  Hinsicht 
von  Bedeutung.  Die  Resultate,  die  ich  bei  der  Länge 
nach  eingezeichneten  Streifen  erhielt,  waren  durchaus  be- 
friedigende.*) (Siehe  Tafel!  Die  Treffer  geschehen  hier 
durch  Striche.) 

Zur  Erleichterung  der  Diskussion  seien  sie  in  ihrer  na- 
türlichen Aufeinanderfolge  angeführt: 

rrrr  w  rrr  www  r  w  r  w  r  www  rr  w  r  w  r  ww 
rr  www  rrr  wwww  rrrrrrr  www  rr  ww  r  w  r  w  rr 
ww  r  wwww  rr  ww  rrr  w  rr  w  rr  w  rr  ww  r  w  r 
ww  rrrrr  ww  r  w  r  wwwww  r  w  rr  w  rr  w  r  ww 
rrrrrr  ww  r  ww  r  w  rrr  w  rrrr  ww  r  w  rrrr  w  rrr 
w  r  wwww  r  w  r  ww  rrr  w  rrrr  w  rr  w  rrr  w  r 
ww  r  w  rrr  w  r  w  rrrrrrrrrrr  ww  rrr  www  r  w  r 
www  r  w  r  w  r  ww  r  ww  r  w  r  wwwww  r  ww  rrrrr 
ww  r  www. 


*)  Auch  ein  der  geometrischen  Wkeit  entsprechender  Fall 
läßt  sich  leicht  herstellen.  Im  Falle  der  Teilung  durch  die 
Mittellage  und  Anwendung  von  regelmäßig  distierenden  Strichen 
sind  scharf  an-  und  absteigende  Kurven  zu  verwenden. 
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Die  Diskussion  zeigt  die  völlige  Übereinstimmung  mit 
den  Ergebnissen  der  Zufallspiele,  sowohl  in  summarischer 
Hinsicht  wie  in  bezug  auf  die  Anordnung. 

Von  den  244  Treffern  sind  112  weiß,  132  rot;  das  gibt 
einen  Unterschied  von  20,  der  bei  allen  Zufallspielen  zu 
gewärtigen  ist. 

Die  Verteilung  der  reinen  Gruppen  ist  folgende: 

faktisch:       theoretisch: 


Gruppen 

zu 

1 

zu 

2 

zu 

3 

zu 

4 

zu 

5 

zu 

6 

zu 

7 

zu 

8 

zu 

9 

zu 

10 

zu 

11 

66 
28 
14 
6 
4 
1 
1 


1 


61 


30 

5 

15 

25 

7 

1 

3 

6 

1 

8 

0 

9 

0 

45 

0 

23 

0 

11 

0 

06; 

die  Übereinstimmung  des  faktischen  Ergebnisses  mit  dem 
von  der  Theorie  geforderten  mithin  eine  sehr  gute.  Es 
sind  demnach  alle  Charakteristika  eines  Glücksspieles, 
wie  sie  die  gegenwärtige  WTheorie  von  einem  solchen  for- 
dert, vorhanden. 

Und  nun  zur  Anordnung  der  reinen  Gruppen  in  der 
Versuchsreihe.  Zuerst  sinkt  die  Kurve  ziemlich  rasch, 
und  zwar  ist  das  Tempo  im  Verhältnis  zur  Streifenbreite 
anfänglich  derart  bemessen,  daß  nahezu  gleicher  Schritt 
gehalten  wird;  die  Folge  davon  ist  mehrmals  nachein- 
ander dasselbe  Trefferergebnis.    Dann  wird  das  Tempo 
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etwas  geringer,  es  tritt  gleichzeitig  die  Umkehr  ein,  die 
reinen  Gruppen  reißen  früher  ab:  zwei  reine  Gruppen 
zu  3.  Hierauf  mäßigt  sich  das  Tempo  des  Kurvenverlaufs 
noch  mehr  und  bleibt  wieder  einige  Zeit  nahezu  konstant: 
rot  und  weiß  wechseln  einigemal  regelmäßig  ab.  Von  nun 
an  wird  der  Verlauf  etwas  schwankend:  stärkere  Zer- 
streuung der  verschiedenen  Gruppen.  Ab  Treffer  27  Ver- 
flacht sich  die  Kurve,  wessen  Umstandes  natürliche  Folge 
große  Sequenzen  desselben  Resultates  sind.  Von  Tref- 
fer 52  an  sinkt  die  Kurve  wieder  rasch,  und  es  treten  die 
kleinen  Gruppen  wieder  in  ihr  Recht.  Und  so  fort.  Da- 
bei tritt  ein  ständiger  Wechsel  in  der  Art  des  Steigens 
und  Verflachens  und  in  der  Aufeinanderfolge  dieser  rhyth- 
mischen Erscheinungen  ein,  so  daß  die  Art  und  Anord- 
nung der  Gruppen  beständig  wechselt.  Wir  sehen  die 
gleichen  unregelmäßigen  Häufungen  und  Zerstreuungen 
in  den  Einzelergebnissen  und  deren  Gruppen,  wie  sie  beim 
Kopf- Wappenspiel  konstatiert  wurden,  und  hier  sehen 
wir  deutlich,  wie  deren  Ursache  Rhythmen  sind.  Auch 
die  in  summarischer  Hinsicht  regelmäßige  Verteilung  der 
einzelnen  Gruppengrößen  wird  durch  den  rhythmischen 
Grundcharakter  der  Kurve  besorgt.  Dasselbe  gilt  auch 
bezüglich  der  Verteilung  der  Treffer  rot  und  weiß.  Das 
eine  Mal  ist  die  Steigung  und  Höhe  der  Interferenzwelle 
eine  solche,  daß  die  roten  Felder  in  der  Überzahl  sind 
(durch  die  2  ersten  Hauptrhythmen  bis  Treffer  95),  dann 
ist  die  Verschiebung  eine  derartige,  daß  überwiegend 
weiße  Felder  getroffen  werden  (bis  Treffer  130),  worauf 
wieder  die  roten  überwiegen,  die  zum  Schluß  wieder  ge- 
genüber den  weißen  zurücktreten.  Der  Umstand,  daß  die 
Interferenzkurve  aus  2  Kurven  mit  irrationaler  Wellen- 
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länge  ein  ständig  wechselndes  Bild  zeigt  und  das  regel- 
mäßige Substrat  immer  auf-  und  niedereilt,  ist  die  Ursache 
des  eintretenden  Ausgleichs. 

Mit  Hilfe  einer  Wellenmaschine  ließe  sich  also  ein 
Glücksspiel  konstruieren,  das  sämtliche  Merkmale  eines 
solchen  trägt,  aber  noch  den  Vorzug  besitzt,  daß  alle 
Treffer  vorausberechnet  werden  können. 

Meiner  Meinung  nach  würde  es  also  für  die  weitere 
Forschung  auf  dem  Gebiete  der  Zufallspiele  und  Gegen- 
stände der  Kollektivmaßlehre  sich  hauptsächlich  darum 
handeln,  die  Eigenschaften  interferierender  Wellen  von 
inkommensurabler  Länge  in  bezug  auf  ein  regelmäßiges 
Substrat  zu  studieren.  Findet  die  Streifenteilung  in  der 
Weise  statt,  daß  das  Feld  durch  die  Mittellage  in  2  un- 
gleich bezeichnete  Unterfelder  geteilt  wird,  ein  Fall,  der 
der  Sachlage  bei  den  Beobachtungsfehlern  *)  entsprechen 
dürfte,  so  kann  man  sagen,  daß  nicht  alle  von  den  Am- 
plituden oder  Stößen  getroffenen  Felder  derselben  Farbe 
angehören  werden,  und  zwar  mit  völliger  Sicherheit, 
wenn  die  Felder  durch  die  Amplituden,  mit  annähernder, 
wenn  sie  durch  die  Stöße  getroffen  werden:  der  p-Wert 
existiert.  Da  ferner  die  Summe  der  von  der  Wellenlinie 
oberhalb  der  Mittellinie  eingeschlossenen  Flächenstücke 
bis  auf  einen  geringeren  Betrag  als  die  Summe  der  betei- 
ligten Wellenkappen  gleich  ist  der  Summe  der  Flächen- 
stücke unterhalb  der  Mittellage,  so  ist  auch  das  Zutreffen 
der  Aussage  des  Theorems  v.  B.,  also  daß  die  Anzahl  der 
Treffer  „rot"  und  „weiß"  sich  die  Wage  hält,  mit  ziem- 


*)  Ich  verwende  die  eingebürgerte  Bezeichnung,  obwohl  sie, 
wie  H.  Bruns  richtig  sagt,  ein  falscher  Ausdruck  ist. 
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licher  Sicherheit  zu  erwarten:  mit  größerer,  wenn  sie 
durch  die  Amplituden  geschehen,  mit  geringerer,  wenn 
die  Stöße  ihre  Ursache  sind.  Denken  wir  uns  die  Ab- 
stände der  einzelnen  Treffpunkte  von  einer  zur  Mittel- 
linie parallelen,  außerhalb  der  größten  Amplitude  liegen- 
den Geraden  aus  gemessen,  so  wird  das  arithmetische 
Mittel  den  Abstand  der  Mittellinie  von  ihr  bezeichnen. 
Das  arithmetische  Mittel  wurde  einmal  als  völlig  in  der 
Luft  hängend  bezeichnet;  mich  dünkt,  unter  dieser  An- 
sicht hat  es  seine  gute  Berechtigung,  die  größere  als  der 
Zentralwert  oder  der  dichteste. 

Dies  gilt  indes  zunächst  nur  von  den  einfachen  Fällen, 
wo  die  Schwankungen  um  eine  einzige  Mittellage  statt- 
finden. Sind  mehrere  solcher  Achsen  vorhanden,  um 
welche  Schwankungen  stattzufinden  pflegen,  wie  z.  B., 
wenn  beim  Scheibenschießen  das  Gewehr  links  zu  hoch 
und  die  Eigenart  des  Schützen  rechts  zu  hoch  schießt,  so 
werden  die  einzelnen  Treffer  um  eine  Resultierende 
schwanken.  In  diesem  Falle  wird  neben  dem  Zentral- 
und  dem  dichtesten  Wert  auch  das  arithmetische  Mittel 
unbrauchbar.  Die  nächste  Aufgabe  besteht  dann  darin,  die 
einzelnen  Achsen  herauszuschälen  und  den  Achsenwinkel 
festzustellen;  der  Stand  einer  einzelnen  Achse  wird  dann 
durch  das  arithmetische  Mittel  bestimmt.  Ein  Beispiel 
hierfür  bietet  die  Wundtsche  Bestimmung  der  persön- 
lichen Differenz  für  Koinzidenzbeobachtungen  zeitlicher 
und  räumlicher  Geschehnisse.  Der  gesuchte  Wert,  die 
Hauptachse,  kann  aber  auch  in  der  Weise  eruiert  werden, 
daß  man  ein  Schwanken  der  einzelnen  Achsen  um  die  ge- 
suchte Hauptachse  herbeiführt;  beim  Scheibenschießen 
bestände  dies  durch  die  Verwendung  verschiedener  Ge- 
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wehre  und  Personen :  das  Zentrum  wäre  dann  wieder  das 
arithmetische  Mittel. 

Findet  die  Einteilung  der  Streifen  der  Länge  nach  statt, 
wie  in  der  Zeichnung  auf  Tafel  III,  so  begegnen  präzise 
Aussagen  über  den  allgemeinen  Verlauf  des  sekundären 
Geschehnisses  den  größten  Schwierigkeiten,  sowohl  über 
den  p-Wert,  wie  über  die  Aussage  des  Theorems  v.  B.*) 
Es  dürfte  daher  angezeigt  sein,  zwischen  den  Gescheh- 
nissen nach  diesem  Typus  und  nach  dem  vorausgegange- 
nen einen  Unterschied  zu  machen  und  jene  die  mit  be- 
stimmter, diese  die  mit  unbestimmter  Ausgleichserwar- 
tung zu  bezeichnen.  Gewiß  bietet  auch  hier  die  infolge 
des  Mangels  an  Periodizität  ständige  Veränderung  der 
Wellenlinie  hinreichende  Gewähr  für  den  erfahrungsge- 
mäß stattfindenden  Ausgleich,  welche  deduktive  Sicher- 
heit aber  dafür  zu  erhalten  ist,  muß  einstweilen  der 
mathematischen  Untersuchung  überlassen  werden.  Ich 
begnüge  mich  mit  der  Feststellung,  daß  die  Ursache  des 
bei  den  Zufallsgeschehnissen  faktisch  eintretenden  Aus- 
gleiches, infolge  wessen  die  tatsächliche  Verteilung  dem 
apriorischen  (zwingend  begründeten)  WBruch  entspricht, 
nicht  der  Mangel  eines  Grundes  oder  die  Sätze  der  Kom- 
binatorik sind,  sondern  die  diesen  Geschehnissen  zu- 
grunde liegende  rhythmische  Bewegung,  die  die  reguläre 
Unterlage  ständig  auf-  und  niedereilt  und  die  fortwäh- 
rende Abwechslung  zur  Folge  hat. 

Es  erübrigt  noch,  den  Zusammenhang  der  von  mir  so 


*)  Ich  gebrauche  den  Ausdruck:  Theorem  v.  Bernoulli,  um 
die  Identität  der  Erscheinung  festzuhalten,  wenn  ich  mir  auch 
bewußt  bin,  daß  man  es  eigentlich  als  bloßen  Satz  der  Kom- 
binationslehre aussprechen  kann. 
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genannten  Erscheinung  der  Knäuelung  und  dem  Rhyth- 
mus auseinanderzulegen.  Die  Knäuelung  ist  eine  sum- 
marische Erscheinung,  bei  deren  jeweiligem  Zustande- 
kommen verschiedene  Momente  mitwirken,  als  deren  letzte 
Ursache  aber  der  Rhythmus  anzusehen  ist.  Sie  ist  daher 
in  gewissem  Grade  als  eine  Begleiterscheinung  zu  be- 
trachten und  wurde  aus  diesem  Grunde  auch  in  diesem 
Kapitel  angeführt.  Ihren  Beginn  stellen  die  Verdichtun- 
gen und  Verdünnungen  bei  den  einfachen  Wellen  dar. 
Stärker  tritt  sie  bei  der  Interferenz,  sowohl  im  positiven 
wie  im  negativen  Sinne,  auf,  die  Verdichtung  wie  die  Ver- 
dünnung nehmen  stärkere  Grade  an,  welch  letztere  bis  zur 
Auslöschung  der  Bewegung  führen  kann.  Sie  läuft  da- 
her zum  Teil  mit  der  Komplikation  der  Bewegung  paral- 
lel. Bei  sekundären  Geschehnissen  tritt  eine  neue  Mög- 
lichkeit der  Verstärkung  hinzu.  Denn  es  kann  auftreffen, 
daß  nach  einer  Reihe  gleichsinniger  Ereignisse,  die  ihre 
Aufeinanderfolge  einem  Wellental  der  primären  Ereig- 
nisse verdanken,  der  Wellenberg  der  letzteren  wieder  ein 
gleichsinniges  Feld  trifft.  Besonders  dichten  und  abge- 
schlossenen Charakter  tragen  Knäuel  sekundärer  Ge- 
schehnisse, wenn  durch  die  größten  Amplituden  eines 
Rhythmusses  neue  Geschehnisse  regelmäßig  rhythmi- 
schen Charakters  ausgelöst  werden.  Hierdurch  treten 
sehr  dichte  Zusammenballungen  mit  großen  Zwischen- 
räumen auf.  Dieser  Fall  hat  statt  bei  jenen  Bäumen,  de- 
ren Silhouetten  dichte  und  abgerundete  Komplexe  zeigen. 
Bei  ihnen  stehen  die  Blätter  durchweg  in  regelmäßiger 
Reihe  auf  einem  gemeinsamen  Stiele  (Esche,  Akazie, 
Eberesche).  Der  Umstand,  daß  durch  große  Amplituden 
neue  Ereignisse  ausgelöst  werden  können,  ist  von  Bedeu- 
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tung:  die  menschliche  Freude  an  Höchstleistungen  wird 
darauf  zurückzuführen  sein. 

Es  mag  bei  der  ersten  Besprechung  der  Erscheinung 
der  Knäuelung  nahezu  lächerlich  geklungen  haben,  auch 
die  Komplexe  der  Planeten  heranzuziehen.  Es  sei  indes 
die  neue  Wirbelgosmogonie  Blelot's  erwähnt,  welche  an- 
nimmt, die  Planeten  seien  aus  den  Knotenpunkten  der 
Longitudinalwellen  entstanden,  die  infolge  eines  Stoßes 
den  Wirbelnebel  durchzitterten.  Die  Rechnung  ergab 
auch  befriedigende  Resultate  in  bezug  auf  die  Entfernung 
der  einzelnen  Planeten.  Es  ist  übrigens  nicht  ausgeschlos- 
sen, daß  die  Ansammlungen  und  Gruppierungen  in  der 
Welt  des  Kleinen,  bei  den  Atomen  und  Moleküls,  sich 
auch  an  solche  Knotenpunkte  halten. 

Über  diesen  Gegenstand  ließe  sich  ungleich  mehr  und 
vielleicht  von  nicht  geringer  Bedeutung  sagen;  aber  das 
alles  gehört  schon  nicht  mehr  in  den  Rahmen  dieser  Ab- 
handlung. 
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Lebenslauf. 

Ich  bin  geboren  zu  Reutte  in  Tirol  am  1.  April  1879, 
genoß  den  Volksschulunterricht  zu  Kaltem  (Südtirol) 
durch  einen  Hauslehrer  (Franz  Kapferer),  besuchte  vom 
Jahre  1890 — 95  (I. — V.  Kurs)  das  Privatgymnasium  der 
P.  P.  Franziskaner  in  Bozen,  vom  Jahre  1895  an  wegen 
Versetzung  meines  Vaters  nach  Feldkirch  (Vorarlberg) 
das  dortige  Staatsgymnasium,  woselbst  ich  im  Jahre 
1898  die  Reifeprüfung  mit  Auszeichnung  bestand.  Im 
Herbste  desselben  Jahres  bezog  ich  die  Universität  in 
Innsbruck,  an  der  ich  bis  zum  Sommersemester  1904 
als  ordentlicher,  von  da  an  bis  zum  Sommersemester 
1907  als  außerordentlicher  Hörer  verweilte.  Diese  Jahre 
waren  weniger  glückliche.  Einerseits  war  ich  längere 
Zeit  kränklich,  andererseits  gab  ich  aus  verschiedenen 
Gründen  das  ursprünglich  ergriffene  Studium  meines 
Lieblingsfaches  der  Philosophie  nach  mehreren  Jahren 
auf  und  wendete  mich  der  Fachgruppe  der  Chemie  als 
Hauptfach,  Mathematik  und  Physik  als  Nebenfächer  zu. 

1909  legte    ich    die    Lehramtsprüfung    aus    dem  Haupt- 
fache, 1910  aus  den  beiden  Nebenfächern  ab.    Im  Herbst 

1910  endlich    begann    ich    das  Probejahr  an    der  Inns- 
brucker K.  K.  Oberrealschule. 
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